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Izvlecˇek
V doktorski disertaciji izpeljemo formulacijo za resˇevanje enacˇb prostorskih nosilcev po kinematicˇno
tocˇni Reissnerjevi teoriji, osnovano na kvaternionski parametrizaciji rotacij in pripadajocˇimi operacijami
iz kvaternionske algebre. Tak zapis enacˇb ohranimo tudi pri izpeljavi linearizirane oblike in v numericˇni
implementaciji. Predstavljena numericˇna metoda je osnovana na metodi koncˇnih elementov. Osnovne
neznanke so kinematicˇne kolicˇine - pomiki in rotacijski kvaternioni. Enacˇbe po kraju diskretiziramo s
kolokacijsko metodo, neznanke pa interpoliramo. Tocˇke interpolacije in kolokacije poenotimo; v not-
ranjih tocˇkah zahtevamo ujemanje odvodov konstitucijskih notranjih in ravnotezˇnih sil, v robnih tocˇkah
pa zadosˇcˇamo ravnotezˇnim pogojem. Druzˇina izpeljanih koncˇnih elementov omogocˇa poljubno zacˇetno
lego, obremenjevanje s staticˇno in z dinamicˇno obtezˇbo in vgradnjo dokaj splosˇnega nelinearnega ma-
teriala. Diskretizirane nelinearne enacˇbe za staticˇno analizo resˇimo z Newtonovo metodo. Pomemben
algoritem tega resˇevanja je konsistenten postopek za dodajanje linearnih popravkov rotacijskih kvaterni-
onov in ostalih neaditivnih kolicˇin. Predstavljena numericˇna metoda nima strizˇnega blokiranja, izbrana
interpolacija rotacijskih kvaternionov pa zagotavlja objektivnost deformacij. ˇCasovno integracijo di-
namicˇnih enacˇb izvedemo na dva nacˇina: s klasicˇno metodo Runge-Kutta in s kombinacijo cˇasovne
diskretizacije enacˇb s posplosˇeno metodo Newmark, prirejeno za rotacijske kvaternione, in Newtonove
metode za resˇevanje dobljenih nelinearnih algebrajskih enacˇb. Prva metoda cˇasovne integracije ne zah-
teva linearizacije enacˇb, potrebno je le prevesti sistem diferencialnih enacˇb prostorskega nosilca drugega
reda na sistem diferencialnih enacˇb prvega reda, medtem ko druga metoda uposˇteva neaditivno naravo ro-
tacij in ostalih z rotacijami povezanih kolicˇin ter je zˇe namenjena resˇevanju diferencialnih enacˇb drugega
reda. Pri numericˇni formulaciji za dinamicˇno analizo prostorskih nosilcev z Newmarkovo integracijo
po cˇasu dodatno obravnavamo vpliv delca z maso, ki se giblje vzdolzˇ tezˇisˇcˇne osi nosilca. Gibalno
enacˇbo delca resˇujemo socˇasno in povezano z enacˇbami za dinamicˇno analizo nosilcev. Pri tem lahko
uposˇtevamo poljubno zacˇetno geometrijo in poljubne robne in zacˇetne pogoje delca in konstrukcije.
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Summary
In the present thesis a new formulation of the three dimensional geometrically exact Reissner beam
theory based on quaternion algebra is presented. Rotations are fully replaced by rotational quaterni-
ons. The same approach is used for both linearization and the numerical implementation. The finite
element method for solving nonlinear differential equations is presented where the kinematic quantities
displacements and rotational quaternions are choosen as the primary unknown functions. Equations are
discretizied by collocation mehod and primary unknowns are interpolated. The interpolation and the
collocation points coincide. At internal nodes the formulation satisfies the weak equality of equilibrium
and constitutive internal forces, while the equilibrium equations are satisfied at the edges of the beam.
The present family of finite elements for static and dynamic analysis allows arbitrary initial geometry
and a general form of the constitutive law describing the material of the beam. The static equations are
solved using the Newton iteration procedure for solving nonlinear equations. For the update procedure of
the rotational quaternion and other non-aditive quantities special formulae are derived. Proposed nume-
rical method does not suffer from shear locking phenomenon and the choosen interpolation of rotational
quaternions is objective with respect to conservation of strains with rigid body motion. For time inte-
gration two different approaches are presented: the classic Runge-Kutta method and the combination
of the extension of the Newmark discretization algoritm to the quaternion parametrization of rotation
and the Newton iteration method. For both approaches the algebraic boundary condition are modified
to the differential form with respect to time. The first integration method does not require the linearized
equations however it has been developed for the sistem of first-order differential equations and the beam
equations must be written this way while the second approach properly considers the nonlinearity of the
rotations and related quantities and is directly applicable for solving second-order differential equations.
Finally the moving mass problem is studied. Mass moves along the centroid line of a beam according
to the motion equation of the moving mass which is coupled with the system for governing equations
of spatial beams under dynamic loading. The geometry of the beam as well as the boudary and initial
conditions of the beam and the mass are arbitrary.
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1 Uvod
1.1 Pregled stanja
Konstrukcije v gradbenisˇtvu in na drugih inzˇenirskih podrocˇjih sestavljajo trirazsezˇni objekti, ki imajo
pogosto eno ali dve dimenziji bistveno vecˇji od preostalih. Take konstrukcijske dele imenujemo plo-
skovni (plosˇcˇe, lupine) in linijski (nosilci) elementi. Kadar pri matematicˇnem modeliranju takih ele-
mentov uposˇtevamo dimenzijske posebnosti tako, da neznanke reduciramo na osnovno ploskev lupine
oziroma na tezˇisˇcˇno os nosilca, se prostorska in cˇasovna zahtevnost numericˇnih izracˇunov bistveno
zmanjsˇata. Razvoj numericˇnih metod na teh podrocˇjih je sˇe vedno zˇivahen, saj tako poenostavljeni
modeli v nasprotju s polnimi prostorskimi elementi prinasˇajo ucˇinkovite in sˇe vedno natancˇne numericˇne
algoritme. Za dovolj natancˇno analizo konstrukcij pa je pomembno v model zajeti geometrijsko in ma-
terialno nelinearnost ter tudi druge dejavnike, ki mocˇno vplivajo na dinamicˇni odziv konstrukcij. Eden
takih je vpliv premikajocˇih se teles po konstrukciji. V primeru lahkih konstrukcij, kot so polimerni visoki
vodni tobogani, ali v primeru zelo visokih hitrosti teles, na primer prehod hitrega vlaka prek jeklenega
zˇeleznisˇkega mostu, lahko premikajocˇe se telo povzrocˇi dinamicˇni odziv konstrukcije, ki ga s preprostimi
analizami ne moremo ustrezno opisati in ga lahko zato mocˇno podcenimo.
Na podrocˇju teorij linijskih nosilcev vecˇina raziskovalcev uporablja enega od znanih linijskih modelov
nosilca. Preprost Euler-Bernoullijev model, ki zanemari strizˇne deformacije, predvideva linearno kine-
matiko nosilca. Timosˇenkov model linijskega nosilca vkljucˇuje tudi strizˇne deformacije, vendar je v
osnovi prav tako kinematicˇno linearen, s posplosˇitvami pa tudi visˇjih redov. Reissnerjev model nosilca je
kombinacija tocˇne (nelinearne) kinematike in Timosˇenkovega modela nosilca. Mnoge sodobne metode
nosilcev izhajajo iz tocˇnih kinematicˇnih enacˇb, razlikujejo pa se v numericˇni implementaciji. Prvi, ki
je Reisnerjev model prostorskega nosilca uspesˇno numericˇno implementiral, je bil Simo (1995,1996).
Kasneje so podoben pristop uporabili mnogi avtorji, tako za statiko kot za dinamiko. S tem podrocˇjem
so se ukvarjali: Simo in sodelavci (1988, 1991, 1995), Jelenic´ in Saje (1995), Bottasso in Borri (1997),
Ibrahimbegovic´ in al Mikdad (1998), Jelenic´ in Crisfield (1999a), Romero in Armero (2002), D. Zupan
in Saje (2003), Mata in sodelavci (2007) ter Ghosh in Roy (2008). Vse omenjene formulacije izhajajo iz
Reissnerjeve teorije prostorskih nosilcev [Reissner, 1981] in vecˇinoma za osnovne neznanke problema
uporabijo kinematicˇne kolicˇine: pomike in rotacijske vektorje, razen Jelenic´ in Saje, ki uporabita zgolj
rotacijske vektorje ter D. Zupan in Saje, ki za osnovne neznanke izbereta deformacijske kolicˇine. Rota-
cijski vektorji so vektorska parametrizacija rotacijskega operatorja. Zaradi narave mehanskih problemov
se rotacijam tezˇko izognemo. Zaradi zahtevnosti matematicˇnih struktur, ki jih tvorijo rotacijski opera-
torji in njihove vektorske parametrizacije, se s problematiko uspesˇne parametrizacije zasukov ukvarjajo
sˇtevilni avtorji s sˇirsˇega podrocˇja mehanike, na primer [Argyris, 1982; Atluri, Cazzani, 1995; Ge´radin,
Rixen, 1995; Ibrahimbegovic´ et al., 1995; Zupan, 2003]. Omenimo, da zelo uveljavljena parametriza-
cija prostorskih rotacij z rotacijskim vektorjem ni enolicˇna in vsebuje singularnost. Avtorja McRobie in
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Lasenby (1999) sta v novejsˇem cˇasu na podrocˇju dinamike prostorskih nosilcev predstavila nesingularno
parametrizacijo rotacij z uporabo Cliffordovih algeber. Pri tem se ne omejita le na rotacije v trirazsezˇnem
prostoru, temvecˇ njuna parametrizacija velja za rotacije v Evklidskem prostoru poljubnih dimenzij. Pri
omejitvi na trirazsezˇni prostor je parametrizacija s Cliffordovo algebro enakovredna parametrizaciji z al-
gebro kvaternionov. Rotacijski kvaternioni, glej [Poreous, 1995; Ward, 1997], v nobeni od prej nasˇtetih
teorij prostorskih nosilcev ne nastopajo kot osnovna spremenljivka, se pa uporabljajo za stabilizacijo
numericˇnih procesov v nekaterih podalgoritmih na primer Spurrierov algoritem [Spurrier, 1978], me-
toda za ohranjanje ortogonalnosti rotacijske matrike [Simo, Wong, 1991] in za posredno interpolacijo
rotacijskih vektorjev - sfericˇno interpolacijo kvaternionov (SLERP, glej [Shoemake, 1985]) uporabita
Ghosh in Roy (2008), da dosezˇeta deformacijsko objektiven element, ki temelji na vektorski parametri-
zaciji rotacij; podoben postopek interpolacije primerja Romero (2004) z drugimi pristopi. Nasprotno pa
se rotacijski kvaternioni kot osnovna neznanka problema in parametrizacija prostorskih rotacij pogosto
uporabljajo na drugih raziskovalnih podrocˇjih, kjer so sistemi enacˇb preprostejsˇi, na primer na podrocˇju
racˇunalnisˇke grafike [Shoemake, 1985], molekularne dinamike [Martys, Mountain, 1999] in na podrocˇju
rotacije togih tridimenzionalnih teles v prostoru [Johnson et al., 2007]. Za cˇasovno integracijo sistema
diferencialnih enacˇb, ki opisujejo dinamiko prostorskih nosilcev, uporabljajo avtorji Simo in sodelavci
(1988, 1991, 1995), Bottasso in Borri (1997), Ibrahimbegovic´ in al Mikdad (1998), Jelenic´ in Crisfield
(1999a) ter Romero in Armero (2002) sredinske ali ‘midpoint’ integratorje (implicitna Eulerjeva metoda
cˇasovne integracije), ter osnovne ali modificirane Newmarkove metode za integracijo sistema diferenci-
alnih enacˇb drugega reda. Bottasso samostojno (1997) in skupaj z Borrijem (1998) uporabita tudi sicer
splosˇno uveljavljene metode druzˇine Runge-Kutta (glej npr. [Evans, 1995; Gerald, Wheatley, 1994]).
ˇZivahen razvoj na podrocˇju dinamike prostorskih nosilcev poteka na podocˇju integratorjev, ki ohranjajo
ali celo reducirajo invariante dinamicˇnih sistemov, to je energijo in/ali gibalno in vrtilno kolicˇino, saj je
to eden od nacˇinov za stabilizacijo numericˇnega procesa na daljsˇem cˇasovnem intervalu. Raziskave na
to temo najdemo v [Bauchau et al., 1995; Bauchau, Theron, 1996; Bottasso, Borri, 1997; Gams et al.
2007; Simo, Wong, 1991; Simo et al., 1995] in drugih. Integratorji, ki ohranjajo invariante dinamicˇnih
sistemov, so omejeni na metode nizkega reda za resˇevanje sistemov diferencialnih enacˇb, kar posledicˇno
ne zagotav-lja visoke natancˇnosti elementov. Neaditivnost, neenolicˇnost ter sigularnost parametriza-
cije prostorskih rotacij z rotacijskim vektorjem in tudi drugi sˇe ne dovolj raziskani vzroki na podrocˇju
dinamike prostorskih nosilcev povzrocˇajo sˇtevilne probleme numericˇnih formulacij, kot so blokiranje
koncˇnih elementov, nestabilnost racˇunskih postopkov pri uporabi metod visˇjega reda za resˇevanje dife-
rencialnih enacˇb, odvisnost od poti nalaganja obtezˇbe, neobjektivnost deformacij klasicˇnih elementov
dinamike prostorskih nosilcev (po definiciji Crisfielda in Jelenic´a (1991)). Objektivnost sta resˇila Crisfi-
eld in Jelenic´ [Crisfield, Jelenic´, 1999; Jelenic´, Crisfield, 1999a] z zelo zahtevno interpolacijo zasukov.
Objektivna je tudi formulacija, kot sta jo predstavila Bottasso in Borri in uporaba linearne sfericˇne inter-
polacije za rotacijske kvaternione, ki sta jo v teoriji nosilcev prva implementirala Ghosh in Roy (2008).
Vsi trije omenjeni pristopi, ki ohranjajo objektivnost deformacij, uposˇtevajo naravo rotacij in so medse-
bojno enakovredni, kot navaja [Romero, 2004]. Zahtevnost implementacije take interpolacije je bistveno
nizˇja ob izbiri rotacijskega kvaterniona za parametrizacijo rotacije in SLERPa. Objektivnost deformacij
pa lahko dosezˇemo tudi prek interpolacije vseh komponent rotacijske matrike, ortogonalnost rotacijskih
matrik pa uposˇtevamo z ortogonalizacijo z interpolacijo dobljenih (v splosˇnem ne-ortogonalnih) matrik;
enakovredno parametrizacijo, ki ohranja objektivnost deformacij, ob socˇasni manjsˇi cˇasovni in prostor-
ski zahtevnosti, dosezˇemo tudi s kombinacijo neodvisne interpolacije sˇtirih kvaternionskih parametrov
in z normalizacijo rotacijskega kvaterniona v vmesnih, interpoliranih tocˇkah [Romero, 2004].
Resˇevanje problema gibanja delca po nosilcu je staro zˇe vecˇ kot 150 let, izvira pa iz zˇelje po analizi
zˇeleznisˇkih mostov. Iz starejsˇih virov omenimo le najpomembnejsˇa. G. G. Stokes je zˇe leta 1849 raz-
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pravljal o resˇevanju diferencialnih enacˇb, ki vplivajo na prelom zˇeleznisˇkih mostov, S. Timosˇenko pa je
v cˇlanku iz leta 1927 racˇunal vibracije mostov. Objave v mednarodno priznanih revijah v zadnjem de-
setletju kazˇejo, da se nekaj skupin raziskovalcev po svetu sˇe vedno ukvarja s to problematiko, vendar le na
preprostih linijskih modelih ravninskih nosilcev. Najpogosteje za model nosilca uporabijo geometrijsko
linearni Euler-Bernoullijev ravninski model nosilca s preprostim podpiranjem (prostolezˇecˇi nosilec), kot
na primer Esmailzadeh in Ghorashi (1995), ki obravnavata lokalno porazdeljeno maso delca; Michaltsos
in soavtorji (1996), ki obravnavajo pomik delca po prostolezˇecˇem nosilcu s konstantno hitrostjo; Wang
(1998), ki analizira pospesˇeno gibanje delca po nosilcu zaradi vlecˇne/zaviralne sile; Siddiqui in sode-
lavci (2000) z vzmetjo modelirajo silo, ki povzrocˇa pomik delca in je sorazmerna pomiku delca; Park
in Youm (2001) modelirata pomik vozicˇka s predpisano hitrostjo. Poenostavljni Euler-Bernoullijev mo-
del ravninskega nosilca - sistem togih palic in vzmeti - z vecˇ mozˇnimi podpiranji nosilca pa za analizo
prehoda delca s konstantno hitrostjo predstavita Mofid in Akin (1996). Posplosˇitev na nelinearni Euler-
Bernoullijev ravninski linijski nosilec predlagajo Siddiqui in sodelavci (2003), geometrijsko nelinearnost
do cˇetrtega reda pa prek Hamiltonovega principa uposˇtevajo sˇe Xu in sodelavci (1997). Nekateri razisko-
valci obravnavajo vpliv premikajocˇega se delca tudi na linearnem Timosˇenkovem ravninskem nosilcu s
preprostim podpiranjem, na primer Esmailzadeh in Gorashi (1997) z lokalno porazdeljeno masa delca,
Lee (1996a,1996b) pa obravnava delec s konstantno hitrostjo oziroma pospesˇkom. Yavari s soavtorji
(2002) obravnavajo prehod delca s konstantno hitrostjo in z vecˇ mozˇnostmi podpiranja na poenostavlje-
nem Timosˇenkovem modelu nosilca (sistem togih palic in dvojnih vzmeti). Wu, Whittaker in Cartmell
(2000) so opozarjali na pomanjkanje razvoja s podrocˇja analize prostorskih nosilcev ob obtezˇbi z gi-
bajocˇo silo ali delcem, cˇeprav se v praksi pojavlja potreba po takih analizah. Zato so v [Wu et al., 2000]
in [Wu et al., 2001] predstavili mozˇnost vgraditve poenostavljenega modela gibanja sile in delca vzdolzˇ
prostorskega nosilca v komercialne programe.
1.2 Opis dela
V delu predstavljam novo druzˇino koncˇnih elementov za staticˇno in dinamicˇno analizo prostorskih li-
nijskih konstrukcij, osnovano na kinematicˇno tocˇni Reissner-Simovi teoriji prostorskih nosilcev. Linij-
sko konstrukcijo modeliramo s tezˇisˇcˇno osjo in druzˇino precˇnih prerezov. Izbrane enacˇbe omogocˇajo
poljubno zacˇetno ukrivljeno in zvito obliko in nepravokoten kot med tezˇisˇcˇno osjo in prerezi nosilca.
Kinematicˇno tocˇne formulacije temeljijo na tocˇnih kinematicˇnih enacˇbah. Kinematicˇne kolicˇine, pomike
tezˇisˇcˇne osi in zasuke precˇnih prerezov, izberemo za osnovne neznanke problema. Zasuk je natancˇno
dolocˇen z rotacijskim operatorjem, ki ga parametriziramo z rotacijskim kvaternionom. Zaradi take izbire
parametrizacije rotacije sistem vodilnih enacˇb prostorskih nosilcev v celoti zapisˇemo z operacijami in
elementi kvaternionske algebre in se tako popolnoma izognemo uporabi rotacijske matrike in rotacij-
skega vektorja. Tak zapis uporabimo tudi za numericˇno implementacijo. Prepletanje rotacijske matrike
in rotacijskih parametrov je sicer znacˇilno za formulacije, osnovane na parametrizaciji rotacij s tremi
skalarnimi kolicˇinami. S prevedbo enacˇb v kvaternionski zapis se tej dvojnosti popolnoma izognemo in
povecˇamo racˇunsko ucˇinkovitost posameznih izrazov. V delu predstavim osnove rotacij in parametri-
zacijo rotacij z rotacijskim vektorjem; podrobno obravnavamo algebro kvaternionov in izpeljemo pove-
zave med kvaternionsko in ustaljeno parametrizacijo rotacij z rotacijskim vektorjem. Enacˇbe resˇujemo
po metodi koncˇnih elementov, pri tem za osnovne neznanke izberemo pomike in rotacijske kvaternione.
Neznanke diskretiziramo in interpoliramo s polinomi poljubne stopnje; enacˇbe diskretiziramo z metodo
kolokacije. Z izbiro izoparametricˇne interpolacije za vse sˇtiri komponente rotacijskega kvaterniona ob
uporabi normalizacije v vmesnih, interpoliranih tocˇkah, dobimo element, ki ohranja objektivnost de-
formacij. Tocˇke diskretizacije in kolokacije poenotimo. V notranjih kolokacijskih tocˇkah zadosˇcˇamo
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sˇibkim konsistencˇnim enacˇbam, kar pomeni enakost odvodov rezultantnih ravnotezˇnih in materialnih sil
in momentov v prerezu; na robu zadosˇcˇamo ravnotezˇnim enacˇbam. Sistem diskretnih enacˇb za staticˇno
analizo linijskih konstrukcij resˇujemo z Newtonovo metodo. V delu predstavimo postopek za konsisten-
tno uposˇtevanje linearnih iterativnih popravkov rotacijskih kvaternionov in ostalih rotacijskih kolicˇin.
Rotacijski kvaternioni so prav tako kot rotacije neaditivne kolicˇine, popravek, dobljen z Newtovovo ite-
racijo, je element tangentnega prostora in je v splosˇnem neenotski kvaternion. S pravilnim uposˇtevanjem
lastnosti kolicˇin, ki so povezane z zasuki, izpeljemo postopek za multiplikativen popravek, ki je rotacij-
ski kvaternion, in ga lahko dodamo predhodnjemu rotacijskemu kvaternionu z ustreznim kvaternionskim
produktom. Linearizacija enacˇb, ki vsebujejo rotacije, je ob uporabi rotacijskega kvaterniona bistveno
manj zahtevna, kot pri uporabi vektorske parametrizacije rotacij, saj je v kvaternionski algebri rotacija tri-
razsezˇnega prostora enakovredna produktu dveh linearnih operatorjev realnega sˇtirirazsezˇnega prostora.
S tem se popolnoma izognemo Liejevi grupi in smernim odvodom v nelinearnih prostorih. Ustreznost
racˇunskega modela za staticˇno analizo konstrukcij prikazujemo na znacˇilnih primerih iz literature. S
primeri prikazˇemo splosˇnost (poljubna zacˇetna geomerija, poljubna stopnja interpolacije), natancˇnost in
ucˇinkovitost predstavljenega algoritma. Numericˇne simulacije kazˇejo tudi neobcˇutljivost postopka na
strizˇno blokiranje.
Pri dinamicˇni analizi ohranimo model diskretizacije po kraju, uporabimo pa dva zelo razlicˇna postopka
integracije po cˇasu. Za potrebe dinamicˇne analize robne ravnotezˇne enacˇbe preoblikujemo v diferenci-
alno obliko tako, da v njih nastopajo osnovne spremenljivke odvajane po cˇasu. S tem se izognemo nu-
mericˇno obcˇutljivemu resˇevanju diferencialno-algbrajskega sistema enacˇb. Za prvi postopek integracije
po cˇasu izberemo dve uveljavljeni metodi druzˇine Runge-Kutta, kot sta implementirani v programskem
okolju Matlab. Izbrani pristop za prostorske nosilce nacˇelno ni ustrezen, ker so klasicˇne metode Runge-
Kutta namenjene resˇevanju diferencialnih enacˇb v aditivnih konfiguracijskih prostorih. Kljub temu se
za izpeljani model izkazˇeta ti dve metodi kot dovolj natancˇni tudi pri zahtevnejsˇih prostorskih primerih.
Vzrok temu je ucˇinkovitost in robustnost zapisa enacˇb v kvaternionski algebri. Prednost tega pristopa
je preprostost, saj diskretizacija kolicˇin po cˇasu in linearizacija enacˇb nista potrebni, poleg tega pa me-
todi prilagajata korak glede na zahtevano lokalno natancˇnost. Pri drugem nacˇinu integracije enacˇb po
cˇasu pokazˇemo, da lahko za predstavljeni koncˇni element priredimo tudi integrator, kot sta ga razvila
Simo in Vu-Quoc (1988) za klasicˇne kinematicˇne spremenljivke. Integrator izhaja iz metode Newmark
in je prirejen za uporabo na rotacijskih vektorjih. Integrator prilagodimo izbrani parametrizaciji rotacij
z rotacijskim kvaternionom in metodo dopolnimo s preverjanjem lokalne napake. Z obema metodama
izracˇunamo referencˇne primere iz literature. Primerjava rezultatov po obeh metodah in z drugimi avtorji
kazˇe, da izbira cˇasovnega integratorja mocˇno vpliva tako na natancˇnost rezultatov kot na potek resˇevanja
(cˇasovna in prostorska zahtevnost), poleg cˇasovnega integratorja pa ima na numericˇno resˇevanje di-
namicˇnih enacˇb bistven vpliv tudi izbira koncˇnih elementov.
Ob koncu obravnavamo potovanje delca prek prostorskega nosilca in analiziramo njegov odziv. Delec
drsi po tezˇisˇcˇni osi nosilca skladno z gibalno enacˇbo delca in ne s predpisano hitrostjo ali pospesˇkom.
Resˇujemo torej povezan problem, kjer hkrati resˇujemo nelinearne parcialne diferencialne enacˇbe nosilca
in delca. Izbranim osnovnim kinematicˇnim neznankam kot novo neznanko dodamo dolzˇino opravljene
poti delca. Pri tem uposˇtevamo tocˇno parametrizacijo tezˇisˇcˇne osi, saj parameter tezˇisˇcˇne osi v defor-
mirani legi ni naravni parameter, in vplive zapisˇemo v krivocˇrtnem Frenetovem koordinatnem sistemu.
Za modeliranje vpliva trenja uporabimo Coulombov zakon. Nosilci, prek katerih potuje delec, imajo po-
ljubne podpore in zacˇetno obliko. Postopek zaradi primerjave z analiticˇnimi rezultati in drugimi avtorji
poenostavimo sˇe za primer prehoda sile s konstantno hitrostjo. Rezultati kazˇejo na pomen izbire ustre-
znega modela, saj lahko s poenostavljanjem modela bistveno podcenimo dinamicˇen odziv konstrukcije.
2 Definicija linijskega nosilca
Nosilec pred zacˇetkom deformiranja ob cˇasu t = 0 zavzema zacˇetno lego, ob poljubnem cˇasu t > 0 pa
trenutno lego. Vecˇina avtorjev prostorskih nosilcev je v svojih zacˇetnih delih izhajala iz nedeformirane
zacˇetne lege, na primer Simo samostojno in sodelavci (1985, 1986, 1988), Jelenic´ in Saje (1995), Jelenic´
in Crisfield (1999a), Ibrahimbegovic´ in Mamouri (1999), Romero in Armero (2002), to pomeni, da je
tezˇisˇcˇna os nosilca daljica, prerezi pa so vzporedni ter pravokotni na tezˇisˇcˇno os nosilca. Nekateri med
njimi navajajo nacˇeln postopek, ki omogocˇa splosˇno (ukrivljeno, deformirano) zacˇetno lego, vendar je
potrebno deformirano zacˇetno lego obvezno preslikati v nedeformirano, nato pa nadaljevati v trenutno
(v statiki v koncˇno) lego. Vecˇina omenjenih avtorjev v kasnejsˇih delih preide na ukrivljeno zacˇetno
lego, na primer Simo v delih [Simo et al., 1995], [Simo, Wong, 1991], Crisfield in Jelenic´ (1999) ter
Ibrahimbegovic´ samostojno in s sodelavci (1995, 1997, 1998). Opis splosˇne zacˇetne lege preko izbire
referencˇne ravnine, ki vsebuje referencˇen prerez, najdemo v delu Ritto-Corree in Camotima (2002) ter v
delih Zupana in Sajeta (2003, 2004, 2006), in predstavlja naravnejsˇi pristop k opisu prostorskih nosilcev.
Izhajamo namrecˇ iz poljubne ukrivljene zacˇetne lege in nadaljujemo neposredno v trenutno deformirano
lego, izbrani referencˇni prerez pa sluzˇi za opis obeh.
Podrobneje opisˇimo zacˇetno in trenutno lego nosilca.
2.1 Zacˇetna lega
Naj bo IR3 realni vektorski prostor z izhodisˇcˇem O in mirujocˇo ortonormirano desnosucˇno bazo
(⇀g1,
⇀g2,
⇀g3), ki jo imenujemo referencˇna baza, pripadajocˇe koordinatne osi pa oznacˇimo z velikimi ti-
skanimi cˇrkami X , Y , Z. Ravnino skozi izhodisˇcˇe O, ki ima normalo ⇀g1, oznacˇimo s Πr in imenujemo
referencˇna ravnina. Krajevni vektor poljubne tocˇkeDr na referencˇni ravnini lahko zapisˇemo s prostorsko
bazo kot
⇀ρr (ξ2, ξ3) = ξ2
⇀g2 + ξ3
⇀g3
oziroma s stolpcem koordinat [0 ξ2 ξ3]T . V referencˇni ravnini Πr izberemo omejeno zaprto mnozˇico
Ar s tezˇisˇcˇem v tocˇki O in jo imenujemo referencˇni precˇni prerez nosilca.
Linijski nosilec v zacˇetni legi B[0] opisˇemo
1. s tezˇisˇcˇno osjo, ki je gladka prostorska krivulja Γ[0]
Γ[0] =
{
⇀r [0] (x) , x ∈ [0, L]
}
,
kjer je ⇀r[0] : IR → IR3 zvezna in zvezno odvedljiva vektorska funkcija naravnega parametra x
krivulje Γ[0] in L je njena dolzˇina; krivuljo Γ[0] imenujemo tezˇisˇcˇna os nosilca v zacˇetni legi;
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2. z mnozˇico precˇnih prerezov, dolocˇenih z rotacijami
R (x) : IR3 → IR3,
za x ∈ [0, L], ki referencˇni prerez Ar zavrtijo v precˇne prereze nosilca v zacˇetni legi A[0] (x)
R[0] (x) : Ar 7−→ A[0] (x) .
Linijski nosilec v zacˇetni legi lahko zapisˇemo kot mnozˇico tocˇk
B[0] =
{
⇀rD[0] (x, ξ2, ξ3) , za x ∈ [0, L] in (ξ2, ξ3) ∈ Ar
}
. (2.1)
Opomba 1 Nekaj o rotacijah in njenih lastnostih najdemo v poglavju 4. Rotacije R[0] (x) slikajo pre-
mice v premice in ravnine v ravnine ter like v skladne like. Ker smo predpostavili, da je precˇni prerez
v referencˇni legi ravninski, po rotaciji tudi prerezi v zacˇetni legi ostanejo ravninski in skladne oblike. S
tem smo privzeli predpostavko o konstantnem prerezu vzdolzˇ osi nosilca.
Operator R[0] (x) preslika obmocˇje Ar v referencˇni ravnini Πr v obmocˇje A[0] (x) v prerezni ravnini
Π(x). Zaradi skladnosti se plosˇcˇina obmocˇja ohranja
Ar = A[0] (x) , ∀x ∈ [0, L] ,
kjer Ar oznacˇuje plosˇcˇino mnozˇice Ar in A[0] (x) plosˇcˇino mnozˇice A[0] (x).
Krajevni vektor poljubne tocˇke D[0] (x, ξ2, ξ3) nosilca v zacˇetni legi zapisˇemo prek parametrizacije
tezˇisˇcˇne osi z naravnim parametrom in s parametrizacijo precˇnega prereza z mnozˇico Ar referencˇne
ravnine, glej sliko 2.1
⇀rD[0] (x, ξ2, ξ3) =
⇀r [0] (x) +R[0] (x)⇀ρr (ξ2, ξ3) .
2.2 Trenutna lega
Trenutna ali deformirana lega nosilca je lega v cˇasu t > 0. Lahko jo opisˇemo na dva nacˇina.
1. Trenutno lego nosilca v cˇasu t izpeljemo kot posplosˇitev zacˇetne lege (2.1) tako, da dodamo
cˇasovni parameter. Krajevni vektor poljubne tocˇkeD (x, ξ2, ξ3) v trenutni legi nosilca v tem smislu
zapisˇemo kot
⇀rD (x, ξ2, ξ3, t) =
⇀r (x, t) +R (x, t)⇀ρDr (ξ2, ξ3) , (2.2)
kjer ⇀r (x, t) za x ∈ [0, L] dolocˇa gladko prostorsko krivuljo Γ (t), ki opisˇe deformirano tezˇisˇcˇno os
nosilca v trenutni legi pri cˇasu t,
Γ (t) = {⇀r (x, t) , x ∈ [0, L]} .
R (x, t) pa so rotacije
R (x, t) : IR3 → IR3,
ki referencˇne precˇne prereze zasucˇejo v precˇne prereze nosilca v trenutni legi
R (x, t) : Ar 7−→ A (x, t) .
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Slika 2.1: Nosilec v zacˇetni in trenutni legi
Figure 2.1: The initial and current position of the beam
2. Drug pristop zapisa trenutne lege nosilca izhaja iz zacˇetne lege nosilca. Tocˇke tezˇisˇcˇne osi v
trenutni legi izrazimo s pomikom ⇀u (x, t) tocˇk osi iz zacˇetne lege
⇀r (x, t) = ⇀r [0] (x) + ⇀u (x, t) , (2.3)
skupaj pa opisujejo tezˇisˇcˇno os v trenutni legi Γt
Γt =
{
⇀r [0] (x) + ⇀u (x, t) , x ∈ [0, L]
}
.
Druzˇino precˇnih prerezov v trenutni legi dobimo z druzˇino rotacij Z (x, t) precˇnih prerezov iz
zacˇetne lege:
Z (x, t) : IR3 → IR3,
Z (x, t) : A[0] (x) 7−→ A (x, t) .
Potem lahko krajevni vektor poljubne tocˇke D (x, ξ2, ξ3) nosilca v trenutni legi zapisˇemo tako:
⇀rD (x, ξ2, ξ3, t) =
⇀r [0] (x) + ⇀u (x, t) + Z (x, t)⇀ρD[0] (ξ2, ξ3)
= ⇀r [0] (x) + ⇀u (x, t) + Z (x, t)R[0] (x) ⇀ρDr (ξ2, ξ3) . (2.4)
Ker sta opisa (2.2) in (2.4) enakovredna, saj za krajevne vektorje velja aditivnost in ker je kompozitum
dveh rotacij ponovno rotacija, sledi
R (x, t) = Z (x, t)R[0] (x) .
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Linijski prostorski nosilec v trenutni legi v cˇasu t zapisˇemo kot mnozˇico tocˇk
B (t)=
{
⇀rD (x, ξ2, ξ3, t) , x ∈ [0, L] in (ξ2, ξ3) ∈ Ar
}
.
Opomba 2 Tezˇisˇcˇne osi nosilcev so v vseh legah parametrizirane z istim parametrom krivulje, ki je pri
t = 0 naravni parameter krivulje Γ[0], ki opisuje os nosilca v zacˇetni legi: x ∈ [0, L]. Dolzˇina krivulje
Γ (t) za t > 0 je v splosˇnem razlicˇna od L, torej x ni njen naravni parameter.
Opomba 3 Ker precˇne prereze v trenutni legi dobimo iz zacˇetnih precˇnih prerezov A (x) z rotacijo
Z (x, t), se ohrani ravnost (planarnost) precˇnih prerezov nosilca. S tem privzemamo znano Bernou-
llijevo hipotezo o ravnih precˇnih prerezih. ˇSe vedno je dopusˇcˇen zasuk normale prereza glede na tangento
osi nosilca.
3 Prostorske rotacije
V tem poglavju najprej predstavljamo nekaj osnov parametrizacije rotacij z rotacijskim vektorjem, ki ga
potrebujemo predvsem za primerjavo z drugimi avtorji. Ker ta parametrizacija ni bistvena za pricˇujocˇe
delo, je predstavitev rotacijskega vektorja in z njim povezanimi matricˇnimi operatorji kratka in skopa,
bralca pa naprosˇam, da si po potrebi manjkajocˇe poisˇcˇe v premnogih delih o rotacijah, na primer v delih
avtorjev Argyris (1982), Agyris in Poterasu (1993), Atluri in Cazzani (1995), Crisfield (1997), Ge´radin
in Rixen (1995) ter Zupan (2003).
3.1 Definicija rotacij in njihove osnovne lastnosti
Beseda rotacija ima zˇe brez matematicˇnega predznanja nek pomen. V inzˇenirskih besedilih se skupaj z
rotacijo pogosto vpelje sˇe geometrijsko nazorna pojma os rotacije in velikost zasuka rotacije, kar pa ne
zadosˇcˇa za matematicˇno definicijo te operacije. Obstaja vecˇ nacˇinov, kako enolicˇno definiramo rotacijo;
omenimo vsaj enega.
Definicija 1 (Prostorska) rotacija R je linearna preslikava iz vektorskega prostora IR3 v vektorski pro-
stor IR3, ki poljubno desnosucˇno ortonormirano bazo vektorskega prostora IR3 preslika v desnosucˇno
ortonormirano bazo vektorskega prostora IR3.
Kar naenkrat smo vpletli vrsto matematicˇnih pojmov: linearna preslikava, vektorski prostor, desnosucˇna
ortonormirana baza. Teh osnov v pricˇujocˇem delu ne obravnavamo, saj so opisane v vecˇini ucˇbenikov, na-
menjenih dodiplomskim sˇtudentom tehnicˇnih fakultet, na primer v [Krizˇanicˇ, 1993] in [Krizˇanicˇ, 1990].
Rotacija je na prvi pogled ‘lepa’ preslikava, saj ima celo vrsto prijetnih lastnosti:
• kompozitum dveh rotacij je ponovno rotacija;
• premice preslika v premice, ravnine v ravnine in like v skladne like;
• ohranja orientacijo, dolzˇine, kote, plosˇcˇine likov in prostornine teles.
Vendar se izkazˇe, da je rotacija zelo zahtevna preslikava. Predstavlja osnovno znanje pri formulaciji
Reissner–Simovega modela prostorskega nosilca. Za konkretno rabo pa abstraktni, brezkoordinatni opis
rotacije ni najbolj primeren, zato vpeljemo tudi baze trirazsezˇnega evklidskega prostora in pripadajocˇe
rotacijske matrike, o cˇemer govorimo v naslednjem razdelku.
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3.1.1 Referencˇna in pomicˇna baza
Standardni mehanski opis gibanja delca po prostoru vsebuje zapis v dveh bazah. Referencˇno prostorsko
bazo Bg = (⇀g1,⇀g2,⇀g3) trirazsezˇnega evklidskega vektorskega prostora z izhodisˇcˇem v mirujocˇi tocˇki
O smo spoznali zˇe v poglavju 2.1, slika 2.1. Drugo, prav tako desnosucˇno ortonormirano bazo BG =(
⇀
G1,
⇀
G2,
⇀
G3
)
, izberemo tako, da jo pripnemo v tezˇisˇcˇno tocˇko opazovanega prereza in premikamo ter
vrtimo skupaj z opazovanim prerezom. Preslikava med dvema desnosucˇnima ortonormiranima bazama
je prav rotacija:
R : (⇀g1,
⇀g2,
⇀g3) 7−→
(
⇀
G1,
⇀
G2,
⇀
G3
)
,
kjer je ⇀Gi = R⇀gi, za i = 1, 2, 3. Pri opisu dinamicˇnega deformiranja nosilca potrebujemo tako bazo za
vsako tocˇko vzdolzˇ osi nosilca v vsakem cˇasu,{(
⇀
G1 (x, t) ,
⇀
G2 (x, t) ,
⇀
G3 (x, t)
)
, za t ≥ 0 in x ∈ [0, L]
}
,
pri cˇemer velja
⇀
Gi (x, t) = R (x, t)
⇀gi, za i ∈ 1, 2, 3. (3.1)
Posamicˇno bazo
(
⇀
G1 (x, t) ,
⇀
G2 (x, t) ,
⇀
G3 (x, t)
)
pri izbranih x ∈ [0, L] in t ≥ 0 imenujemo materialna
ali pomicˇna baza, pripadajocˇe koordinatne osi pa oznacˇimo z malimi tiskanimi cˇrkami x, y, z.
Opomba 4 Zaradi boljsˇe preglednosti zapis odvisnosti vektorjev materialne baze od x in t pogosto
opustimo in pisˇemo kratko
⇀
G1,
⇀
G2,
⇀
G3.
Vsak vektor lahko zapisˇemo v razlicˇnih bazah. V teoriji prostorskih nosilcev so nekatere vektorske
spremenljivke izrazˇene glede na referencˇno, druge pa glede na pomicˇno bazo. V izogib nejasnostim z
indeksom oznacˇujemo, v kateri bazi je zapisan vektor; na primer vektorju
⇀a = ag1
⇀g1 + ag2
⇀g2 + ag3
⇀g3
= aG1
⇀
G1 + aG2
⇀
G2 + aG3
⇀
G3
v bazi Bg pripada stolpec
ag =
[
ag1 ag2 ag3
]T
,
v bazi BG pa stolpec
aG =
[
aG1 aG2 aG3
]T
.
Tudi bazne vektorje pomicˇne baze ⇀Gi lahko zapisˇemo v referencˇni bazi, le da pri komponentah indeks
baze zaradi vecˇje preglednosti izpustimo
⇀
Gi = G1i
⇀g1 +G2i
⇀g2 +G3i
⇀g3
Gi,g =
[
G1i G2i G3i
]T
.
Do nejasnosti ne more priti, saj komponente baznih vektorjev pomicˇne baze glede na pomicˇno bazo ne
potrebujejo cˇrkovnih oznak
G1,G =
 10
0
 G2,G =
 01
0
 G3,G =
 00
1
 .
Zupan, E. 2010. Dinamika prostorskih nosilcev s kvaternionsko parametrizacijo rotacij 11
Doktorska disertacija. Ljubljana, UL, Fakulteta za gradbenisˇtvo in geodezijo, Konstrukcijska smer.
Matriki Rg, ki pripada rotaciji R, v bazi Bg pripada komponentni zapis
Rg=
 G11 G12 G13G21 G22 G23
G31 G32 G33
 , (3.2)
med komponentnima zapisoma vektorja ⇀a pa velja povezava
ag = RgaG. (3.3)
Rotacijska matrika Rg v (3.2) je ortogonalna matrika z enotsko determinanto [Ge´radin, Rixen, 1995]
R−1g = R
T
g in detRg = 1, (3.4)
zato mnozˇica vseh rotacijskih matrik evklidskega vektorskega prostora v izbrani ortonormirani bazi tvori
specialno ortogonalno grupo SO3 z notranjo operacijo komponiranja matrik. Lastnosti (3.4) obicˇajno
zdruzˇimo v zapis
RgR
T
g = R
T
gRg = I, (3.5)
v katerem I oznacˇuje enotsko matriko
I =
 1 0 00 1 0
0 0 1
 .
Med zapisoma vektorja ⇀a v obeh bazah tako velja sˇe inverzna zveza
aG = RTg ag. (3.6)
Vidimo, da ima rotacija R dvojni pomen:
1. je preslikava, ki preslika poljuben vektor ⇀a v nov, zavrten vektor R⇀a. Primer: bazni vektor ⇀g1,
zapisan v referencˇni bazi
g1g =
 10
0
 ,
se z rotacijsko matriko Rg zasucˇe v bazni vektor ⇀G1, rezultat preslikave je stolpec G11 G12 G13G21 G22 G23
G31 G32 G33
 10
0
 =
 G11G21
G31
 = G1,g,
ki pa je sˇe vedno zapisan v isti (referencˇni) bazi;
2. je koordinatna transformacija med referencˇno in materialno bazo. Komponente poljubnega vek-
torja ⇀a, zapisanega v materialni bazi BG, matrika Rg transformira v komponente tega vektorja v
referencˇni bazi Bg. Na primer baznemu vektorju ⇀G1 v pomicˇni bazi pripada stolpec
G1,G =
 10
0
 .
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Ko ga transformiramo z matriko Rg, dobimo po enacˇbi (3.3) zapis istega vektorja v referencˇni
bazi:  G11 G12 G13G21 G22 G23
G31 G32 G33
 10
0
 =
 G11G21
G31
 = G1g.
Rotacijska matrika Rg transformira tudi med matricˇnima zapisoma Ag in AG linearnega opera-
torja A:
Ag = RTgAGRg in AG = RgAgR
T
g . (3.7)
Enacˇbo (3.7) smemo uporabiti tudi za transformacijo rotacijske matrike Rg v rotacijsko matriko RG:
RG = RgRgRTg .
Ob uposˇtevanju lastnosti (3.5) dobimo
RG = Rg = R. (3.8)
S tem smo pokazali, da ima rotacijska matrika v obeh bazah, med katerima slika rotacija, enak kompo-
nentni zapis. Zato indeks baze za rotacijsko matriko pogosto opusˇcˇamo.
3.2 Parametrizacija rotacij z rotacijskim vektorjem
Vzemimo rotacijo za kot ϑ okoli osi, dolocˇeni z enotskim vektorjem ⇀n. Rotacijski operator R in rota-
cijski vektor ⇀ϑ = ϑ ⇀n povezuje vektorska enacˇba
R⇀a = ⇀a+
sinϑ
ϑ
⇀
ϑ×⇀a+ 1− cosϑ
ϑ2
⇀
ϑ×
(
⇀
ϑ×⇀a
)
, za vsak vektor⇀a. (3.9)
Enacˇba (3.9) je znana kot Rodriguesova formula, njeno izpeljavo pa najdemo na primer v delu [Ge´radin,
Rixen, 1995] in v [Zupan, 2003].
Opomba 5 V enacˇbi (3.9) smo rotacijo R zapisali v odvisnosti od rotacijskega vektorja ⇀ϑ. Odvisnost je
nelinearna; kadar jo zˇelimo posebej poudariti, zapisˇemo
R = R
(
⇀
ϑ
)
in recˇemo, da je rotacije R parametrizirana z rotacijskim vektorjem ⇀ϑ. Naj bosta ⇀ϑ in ⇀ν neka rota-
cijska vektorja, ki preko enacˇbe (3.9) dolocˇata rotaciji R (⇀ν) in R
(
⇀
ϑ
)
. Rotacijo, ki pripada dvema
zaporednima rotacijama izracˇunamo s kompozitumom operatorjev: R (⇀ν)R
(
⇀
ϑ
)
. Z uporabo (3.9) takoj
vidimo, da ne velja aditivnost rotacijskih vektorjev v smislu komponiranja rotacij, saj je
R
(
⇀
ϑ+⇀ν
)
6= R (⇀ν)R
(
⇀
ϑ
)
;
rezultat je direktna posledica nelinearne povezave med rotacijo in parametrom. Zaporedno zdruzˇevanje
rotacijskih vektorjev v nov rotacijski vektor, ki pripada kompozitumu pripadajocˇih rotacij lahko formalno
pisˇemo
⇀
ϑ⊕⇀ν,
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vendar se moramo zavedati, da je enak tistemu rotacijskemu vektorju, ki pripada rotacijski matriki kom-
pozituma R (⇀ν)R
(
⇀
ϑ
)
. Opozorimo sˇe na to, da postopek dolocˇitve rotacijskega vektorja, ki pripada
rotacijski matriki ni enolicˇen (poleg vektorja ⇀ϑ ⊕ ⇀ν kompozitumu R (⇀ν)R
(
⇀
ϑ
)
ustreza tudi vsak koli-
nearen vektor velikosti
∣∣∣⇀ϑ⊕⇀ν∣∣∣+2kpi za vsako celo sˇtevilo k). Kljub temu pa obstaja numericˇno stabilen
postopek za dolocˇitev rotacijskega vektorja iz rotacijske matrike velikostnega reda do 2pi znan pod ime-
nom Spurrierov algoritem [Spurrier, 1978]. Opis uporabe tega algoritma najdemo v [Simo, Vu-Quoc,
1986, pregl. 12]. Nelinearno odvisnost operatorjaR od parametra ⇀ϑ pa ne smemo zamenjevati linearnim
delovanjem operatorja R na argumentu ⇀a, torej z dejstvom, da je R linearna preslikava:
R
(
⇀a+
⇀
b
)
= R⇀a+R
⇀
b
R (λ⇀a) = λR⇀a,
za poljubna vektorja ⇀a,⇀b ∈ IR3 in skalar λ ∈ IR.
Vektorski produkt ‘×’ vektorja ⇀ϑ s poljubnim vektorjem⇀a lahko alternativno zapisˇemo z antisimetricˇnim
operatorjem Θ z enolicˇnim predpisom
Θ⇀a =
⇀
ϑ×⇀a, za vsak vektor⇀a.
Ker je R linearen operator argumenta ⇀a, lahko iz vektorske oblike Rodriguesove formule (3.9) izlocˇimo
argument ⇀a in dobimo
R = I +
sinϑ
ϑ
Θ+
1− cosϑ
ϑ2
Θ2, (3.10)
kjer I oznacˇuje identicˇno preslikavo, I⇀a = ⇀a za vsak ⇀a. ˇCe rotacijski vektor razcepimo po vektorjih baze
Bg
⇀
ϑ = ϑg1
⇀g1 + ϑg2
⇀g2 + ϑg3
⇀g3, (3.11)
potem operatorju Θ pripada v tej bazi antisimetricˇna matrika
Θg =
 0 −ϑg3 ϑg2ϑg3 0 −ϑg1
−ϑg2 ϑg1 0
 , (3.12)
rotacijski matriki pa zapis
R = I +
sinϑ
ϑ
Θg +
1− cosϑ
ϑ2
Θ2g. (3.13)
Vektor
⇀
ϑ imenujemo osni vektor operatorja Θ in pisˇemo Θ = Θ
(
⇀
ϑ
)
3.3 Odvodi in variacije rotacijskih kolicˇin
Pripravili smo potrebne osnove, da lahko izpeljemo fizikalne kolicˇine ukrivljenost, kotna hitrost in po-
spesˇek, ki igrajo kljucˇno vlogo v teoriji prostorskih nosilcev, ter si ogledamo variacije rotacijskih kolicˇin.
Pri tem se opiramo na osnovne definicije odvajanja in variacije vektorskih funkcij in operatorjev, zbrane
v dodatku A.
Pri izpeljavi vseh treh omenjenih kolicˇin izhajamo iz zveze (3.1) med referencˇno in pomicˇno bazo
⇀
Gi (x, t) = R (x, t)
⇀gi za i = 1, 2, 3, (3.14)
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in njenim inverzom
⇀gi = RT (x, t)
⇀
Gi (x, t) , (3.15)
v katerem nastopa rotacija kot tista preslikava, ki slika med poljubnima dvema ortonormiranima ba-
zama vektorskega prostora. Zvezo (3.14) odvajamo posebej po kraju in po cˇasu. Odvoda operatorja R
oznacˇimo z R′ in
·
R, pomenita pa krepka odvoda operatorja v skladu z definicijo 2 (glej dodatek A1):
⇀
G ′i = R
′⇀gi (3.16)
·
⇀
Gi =
·
R⇀gi. (3.17)
V teh izrazih ⇀gi nadomestimo s pravilom (3.15)
⇀
G ′i = R
′RT
⇀
Gi (3.18)
·
⇀
Gi =
·
RRT
⇀
Gi. (3.19)
Produkt operatorjev ·RRT = Ω(⇀ω) je antisimetricˇen, Ω (⇀ω) = −ΩT (⇀ω), kar pokazˇemo s preprosto
izpeljavo
RRT = I
d
dt
(
RRT
)
=
d
dt
I,
·
RRT +R
·
RT = 0,
·
RRT = −
( ·
RRT
)T
. (3.20)
Ker se dolzˇina vektorja ⇀Gi s cˇasom ohranja, dolocˇa antisimetricˇni operator Ω (⇀ω) hitrost vrtenja baznih
vektorjev ⇀Gi s cˇasom. Zato ga imenujemo operator kotne hitrosti. Ker je antisimetricˇen, ga lahko
enolicˇno opisˇemo z osnim vektorjem ⇀ω
Ω (⇀ω)⇀a = ⇀ω ×⇀a, za vsak⇀a. (3.21)
Osni vektor ⇀ω operatorja Ω (⇀ω) imenujemo kotna hitrost. Z enakim sklepanjem pokazˇemo, da je tudi
operator Ω (⇀κ) = R′RT antisimetricˇen, Ω (⇀κ) = −ΩT (⇀κ). Ker dolocˇa hitrost spreminjanja smeri baznih
vektorjev ⇀Gi pri spreminjanju lege tocˇke na osi nosilca, ga imenujemo operator (psevdo-) ukrivljenosti,
njegov osni vektor ⇀κ pa (psevdo-) ukrivljenost. Zanj velja
Ω (⇀κ)⇀a = ⇀κ×⇀a, za vsak⇀a.
Ukrivljenost in kotna hitrost sta tisti kolicˇini, ki povezujeta vektorje pomicˇne baze z njenimi krajevnimi
in cˇasovnimi odvodi,
⇀
G ′i = Ω(
⇀κ)
⇀
Gi =
⇀κ× ⇀Gi, (3.22)
·
⇀
Gi = Ω(
⇀ω)
⇀
Gi =
⇀ω × ⇀Gi (3.23)
za vsak i = 1, 2, 3.
Operator kotne hitrosti Ω =
·
RRT ponovno odvajamo po cˇasu in dobimo antisimetricˇen operator kotnega
pospesˇka:
·
Ω =
··
RRT +
·
R
·
RT . (3.24)
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Antisimetricˇnost operatorja (3.24) je preprosto pokazati, le izraz (3.20) ponovno odvajamo
··
RRT +
·
R
·
RT = −
( ··
RRT +
·
R
·
RT
)T
.
Osni vektor operatorja ·Ω imenujemo kotni pospesˇek in obicˇajno oznacˇujemo z ⇀α. Tako kot vsak antisi-
metricˇen operator, lahko tudi delovanje operatorja kotnega pospesˇka zapisˇemo z vektorskim produktom
·
Ω (⇀α)⇀a = ⇀α×⇀a. (3.25)
Enacˇbe za kotno hitrost (3.21) odvajamo po cˇasu
·
Ω⇀a+Ω
·
⇀a =
·
⇀ω ×⇀a+ ⇀ω × ·⇀a
in uposˇtevamo, da (3.21) velja za poljuben vektor ⇀a, torej tudi za ·⇀a. Potem je
·
Ω⇀a =
·
⇀ω ×⇀a
in po primerjavi z enacˇbo (3.25) lahko zakljucˇimo, da je kotni pospesˇek enak odvodu vektorja kotne
hitrosti po cˇasu
⇀α =
·
⇀ω. (3.26)
Ker je rotacijski operator v nelinearni povezavi z rotacijskim vektorjem, linearizacija R glede na rota-
cijski vektor ni tako preprosta kot njen krajevni in cˇasovni odvod. Linearizacijo moramo izpeljati v
skladu z definicijo smernega odvoda (dodatek A1). Celotno izpeljavo zveze
DR⇀
ϑ
[
δ
⇀
ϑ
]
= δΘR
najdemo na primer v doktorski disertaciji [Zupan, 2003, str. 53–54]. Enacˇbo (3.14) tokrat variiramo po
neznankah problema, zato jo raje zapisˇemo kot ⇀Gi = R (ϑ)⇀gi in izpeljemo
δ
⇀
Gi = DR⇀ϑ
[
δ
⇀
ϑ
]
⇀gi
= δΘR (Θ)⇀gi
= δΘR (Θ)R (Θ)T
⇀
Gi (3.27)
= δΘ
⇀
Gi = δ
⇀
ϑ× ⇀Gi.
Ker je Θ linearni operator, je njegova variacija v tocˇki ⇀ϑ v smeri δ⇀ϑ kar enaka operatorju Θ v tocˇki
δ
⇀
ϑ: δΘ
(
⇀
ϑ
)
= Θ
(
δ
⇀
ϑ
)
. Zato je variacija δΘ antisimetricˇen operator z osnim vektorjem δ⇀ϑ, kar smo
uporabili pri izpeljavi (3.27).
Linearizacijo vektorjev pomicˇne baze potrebujemo pri izrazˇavi linearizacije krajevnega vektorja ⇀r – glej
dodatek A, enacˇbe (A.6)–(A.8). Ob uposˇtevanju (3.27) dobi variacija vektorja ⇀r znano obliko
δ⇀r = (δ⇀r)rel + δ
⇀
ϑ×⇀r. (3.28)
4 Parametrizacija rotacij z rotacijskim
kvaternionom
Rotacijski kvaternion predstavlja osnovno parametrizacijo rotacij v pricˇujocˇem delu. Zato v tem poglavju
v celoti opisˇemo osnove kvaternionov. Pri tem smo se zgledovali po matematicˇnem ucˇbeniku [Ward,
1997], predstavili pa smo jih na svojstven nacˇin.
4.1 Kvaternionska algebra in rotacijski kvaternion
Utemeljitelj kvaternionov je bil Sir William Rowan Hamilton, ki jih je kot razsˇiritev kompleksnih sˇtevil
predstavil zˇe leta 1843. Kompleksno sˇtevilo si lahko predstavljamo kot vsota skalarja in enorazsezˇnega
vektorja v smeri i. Tako dobljeni elementi tvorijo dvorazsezˇni prostor. Ko pa skalarju prisˇtejemo prostor-
ski vektor, dobimo element sˇtirirazsezˇnega prostora. Tak objekt imenujemo kvaternion in ga oznacˇimo s
stresˇico ∗̂. Mnozˇico vseh kvaternionov oznacˇimo s IH , in jo definiramo kot
IH =
{
â = a0 +
⇀a, a0 ∈ IR, ⇀a ∈ IR3
}
.
Najprej si oglejmo operacije, ki v mnozˇici kvaternionov definirajo take strukture, da ta postane asocia-
tivna nekomutativna algebra.
Vzemimo poljubna kvaterniona â, b̂ ∈ IH , â = a0+⇀a, b̂ = b0+
⇀
b, in nek skalar λ ∈ IR. Osnovni notranji
operaciji v mnozˇici kvaternionov sta:
• sesˇtevanje
(+) : IH × IH → IH (4.1)
â+ b̂ = (a0 + b0) +
(
⇀a+
⇀
b
)
,
z enoto 0̂ = 0 +
⇀
0 (nicˇ) in
• kvaternionski produkt
(◦) : IH × IH → IH (4.2)
â ◦ b̂ =
(
a0b0 −⇀a ·
⇀
b
)
+
(
b0
⇀a+ a0
⇀
b+⇀a×⇀b
)
,
z enoto 1̂ = 1 +
⇀
0 (ena).
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Osnovna zunanja operacija je
• mnozˇenje s skalarjem
() : IR× IH → IH (4.3)
λâ = λa0 + λ
⇀a.
Oznaki (·) in (×) pomenita obicˇajna produkta z vektorji v IR3 in sicer skalarni in vektorski produkt. Ker
nekomutativni vektorski produkt (×) nastopa v definiciji kvaternionskega produkta (◦) , je seveda tudi
ta nekomutativen. Asociativnost produkta se pokazˇe direktno s primerjavo cˇlenov izrazov
(
â ◦ b̂
)
◦ ĉ
in â ◦
(
b̂ ◦ ĉ
)
. S primerjavo razpisanih cˇlenov leve in desne strani enakosti je preprosto pokazati tudi
distributivnost sesˇtevanja nad mnozˇenjem in homogenost:(
â+ b̂
)
◦ ĉ = â ◦ ĉ+ b̂ ◦ ĉ in ĉ ◦
(
â+ b̂
)
= ĉ ◦ â+ ĉ ◦ b̂ (4.4)
(λâ) ◦ ĉ = λ (â ◦ ĉ) . (4.5)
Tako smo pokazali, da je mnozˇica IH skupaj z operacijami (+), (◦) in () res asociativna nekomutativna
algebra.
Vsaka algebra je tudi vektorski prostor, zato mnozˇica kvaternionov skupaj z operacijama (4.1) in (4.3)
tvori sˇtirirazsezˇni vektorski prostor nad obsegom realnih sˇtevil. Vsak sˇtirirazsezˇen vektorski prostor pa
je izomorfen realnemu vektorskemu prostoru IR4
IH ≈ IR4.
Omenimo sˇe dodatne operacije, ki so pomembne za nadaljnje delo:
• konjugiranje
â ∗ = a0 −⇀a; (4.6)
• skalarni produkt
â · b̂ = a0b0 +⇀a ·
⇀
b
• norma
|â| =
√
â ◦ â ∗ =
√
â · â =
√
a20 + |⇀a|2, (4.7)
kjer |⇀a| = √⇀a ·⇀a oznacˇuje obicˇajno evklidsko normo v trirazsezˇnem vektorskem prostoru;
• inverzni kvaternion
â−1 =
â ∗
|â|
obstaja za vse nenicˇelne kvaternione;
• kot λ, ki ga oklepata dva kvaterniona, je dolocˇen z enacˇbo
cosλ =
â · b̂∣∣∣â∣∣∣ ∣∣∣̂b∣∣∣ . (4.8)
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Konjugiranje produkta dveh ali vecˇ kvaternionov je produkt konjugiranih kvaternionov v obratnem vrst-
nem redu (
â ◦ b̂
) ∗
=
(
a0b0 −⇀a ·
⇀
b
)
−
(
b0
⇀a+ a0
⇀
b+⇀a×⇀b
)
(4.9)
=
(
a0b0 − (−⇀a) ·
(
−⇀b
))
+
(
b0 (−⇀a) + a0
(
−⇀b
)
+
(
−⇀b
)
× (−⇀a)
)
= b̂ ∗ ◦ â∗.
Posebno mesto v nalogi zavzemajo kvaternioni, katerih skalarni del je enak nicˇ
â = 0 +⇀a.
Imenujemo jih cˇisti kvaternioni. Mnozˇica vseh cˇistih kvaternionov IH0 je trirazsezˇen vektorski podpro-
stor v IH , izomorfen IR3. ˇCiste kvaternione enolicˇno dolocˇa izjava
â ∗ = −â ⇐⇒ â = 0 +⇀a. (4.10)
Potenca cˇistih kvaternionov je bodisi skalar, bodisi cˇisti kvaternion, ki je prvotnemu vektorskemu delu
kolinearen:
(0 +⇀a)n = ⇀a ◦⇀a ◦ ... ◦⇀a︸ ︷︷ ︸
n−krat
=
{
(−1)n2 an
(−1)n−12 an−1⇀a
za sodi n
za lihi n
, (4.11)
kjer a oznacˇuje normo vektorja ⇀a, a = |⇀a|. Formulo (4.11) dokazˇemo le za potenci 2 in 3
(0 +⇀a)2 = (0 +⇀a) ◦ (0 +⇀a) = (0 · 0−⇀a ·⇀a) + (0⇀a+ 0⇀a+⇀a×⇀a)
= −⇀a ·⇀a = −a2 = (−1) 22 a2
(0 +⇀a)3 = (0 +⇀a)2 ◦ (0 +⇀a) = (−1) 22 a2⇀a = (−1) 3−12 a2⇀a.
Z matematicˇno indukcijo lahko dokaz razsˇirimo za splosˇno naravno sˇtevilo.
Prav tako kot kompleksna sˇtevila tudi kvaternione pogosto pisˇemo v polarni obliki
â = |â| (cosϑ+⇀n sinϑ) . (4.12)
⇀n je enotski vektor, kolinearen in enako usmerjen kot vektorski del kvaterniona â, ⇀n = ⇀a|⇀a| , medtem ko
je ϑ kot, ki ga â oklepa z identiteto 1̂ (4.8):
cosϑ =
â · 1̂
|â|
∣∣∣1̂∣∣∣ = a0|â| (4.13)
sinϑ = +
√
1− cos2 ϑ = |
⇀a|
|â| . (4.14)
Ker je kvaternionski produkt nekomutativen, vsak kvaternion â dolocˇa dve preslikavi:
• levo mnozˇenje
φL (â) : x̂ 7−→ â ◦ x̂ (4.15)
• in desno mnozˇenje
φR (â) : x̂ 7−→ x̂ ◦ â. (4.16)
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Najprej pokazˇimo linearnost obeh preslikav φL (â) in φR (â) za poljuben â ∈ IH . Po zakonu distributiv-
nosti sesˇtevanja nad kvaternionskim produktom (4.4) velja
φL
(
â+ b̂
)
ĉ =
(
â+ b̂
)
◦ ĉ = â ◦ ĉ+ b̂ ◦ ĉ = φL
(
â
)
ĉ+ φL
(
b̂
)
ĉ
=
(
φL
(
â
)
+ φL
(
b̂
))
ĉ.
Zaradi homogenosti (4.5) velja
φL (λâ) ĉ = (λâ) ◦ ĉ = λ (â ◦ ĉ) = λφL (â) ĉ.
Torej je φL (â) linearna preslikava, saj zadosˇcˇa pogojema linearnosti:
φL
(
â+ b̂
)
= φL (â) + φL
(
b̂
)
(4.17)
φL (λâ) = λφL (â) . (4.18)
Enako izpeljavo lahko ponovimo tudi za desno kvaternionsko mnozˇenje; torej velja, da je tudi φR (â)
linearna preslikava.
Kadar levo in desno kvaternionsko mnozˇenje definiramo z enotskim kvaternionom q̂,
|q̂| =
√
q̂ ◦ q̂ ∗ =
√
q20 + q
2
1 + q
2
2 + q
2
3 = 1, (4.19)
za preslikavi φL (q̂) in φR (q̂) iz (4.15)–(4.16) velja, da ohranjata dolzˇine, kote in orientacijo v prostoru
ter tako predstavljata rotacijo v sˇtirirazsezˇnem prostoru IH . Dokaz bralec najde v [Ward, 1997], v manj
splosˇni obliki pa tudi v nadaljevanju tega dela.
Na tem mestu lahko torej privzamemo, da sta φL in φR, kadar ju predpisuje enotski kvaternion q̂, ro-
taciji v sˇtirirazsezˇnem prostoru. Nobena od rotacij φL in φR v splosˇnem ne predstavlja rotacije znotraj
trirazsezˇnega podprostora IH0. Ta`ko rotacijo dobimo, kadar zdruzˇimo obe v operator oblike
Q (q̂) = φL (q̂)φR (q̂ ∗) (4.20)
Q (q̂) : x̂ 7−→ q̂ ◦ x̂ ◦ q̂ ∗. (4.21)
Najprej se prepricˇajmo, da (4.20) res predstavlja notranjo operacijo podprostora IH0
Q (q̂) : IH0 → IH0,
da torej poljuben cˇisti kvaternion preslika v cˇisti kvaternion. Oznacˇimo sliko cˇistega kvaterniona x̂ z
operatorjem Q (q̂) kar z ŷ: ŷ = q̂ ◦ (0 +⇀x) ◦ q̂ ∗ in razpisˇimo desno stran:
ŷ = ((−⇀q ·⇀x) + (q0⇀x+ ⇀q ×⇀x)) ◦ q̂ ∗
= (−⇀q ·⇀x) q0 + q0⇀x · ⇀q + (⇀q ×⇀x) · ⇀q + q20⇀x
+ q0
⇀q ×⇀x+ (⇀q ·⇀x)⇀q − q0⇀x× ⇀q + (⇀q ×⇀x)× ⇀q
= (⇀q ×⇀x) · ⇀q + q20⇀x+ q0⇀q ×⇀x+ (⇀q ·⇀x)⇀q − q0⇀x× ⇀q + (⇀q ×⇀x)× ⇀q.
Skalarna cˇlena (−⇀q ·⇀x) q0 in q0⇀x·⇀q iz druge vrstice sta se odsˇtela; ostali so le vektorski deli kvaterniona. S
tem smo pokazali, da je (4.20) res notranja operacija podprostora IH0. Ker vemo, da sta φL (q̂) in φR (q̂)
rotaciji, sledi, da je tudi φR (q̂ ∗) rotacija, saj ima q̂ ∗ enako normo kot q̂; poleg tega je kompozitum
dveh rotacij ponovno rotacija. Tako smo pokazali, da predstavlja preslikava (4.20) rotacijo trirazsezˇnega
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prostora IH0 nase. Ker je kvaternionsko mnozˇenje asociativna operacija, lahko vrstni red operatorjev v
(4.20) zamenjamo
q̂ ◦ x̂ ◦ q̂ ∗ = q̂ ◦ (x̂ ◦ q̂ ∗) = (q̂ ◦ x̂) ◦ q̂ ∗
Q (q̂) = φL (q̂)φR (q̂ ∗) = φR (q̂ ∗)φL (q̂) .
Rotacija (4.20)–(4.21) v IH0, dolocˇena z enotskim kvaternionom q̂, je kompozitum dveh zaporednih
rotacij iz sˇtirirazsezˇnega prostora. Oba kvaterniona, q̂ in q̂ ∗, oklepata s prvim baznim vektorjem enak
kot, glej (4.13):
cos
(
^
(
1̂, q̂
))
= q0 = cos
(
^
(
1̂, q̂ ∗
))
,
ki nastopa v polarnem zapisu obeh enotskih kvaternionov. Ta kot oznacˇimo s ψ = ^
(
1̂, q̂ ∗
)
. Za kot
med q̂ in q̂ ∗ po (4.8) velja
cos (^ (q̂, q̂ ∗)) = q20 − q21 − q22 − q23 = 2q20 − 1
= 2 cos2 ψ − 1
= 2 cos2 ψ − cos2 ψ − sin2 ψ
= cos2 ψ − sin2 ψ
= cos 2ψ
in je enak vsoti obeh oziroma dvojnemu kotu, ki ga kvaternion q̂ oklepa s prvim baznim kvaternionom.
Zato se je za enotski kvaternion, ki s kompozitumom dveh pripadajocˇih rotacij dolocˇa rotacijo (4.20)–
(4.21), v polarnem zapisu splosˇno uveljavila oznaka polovicˇne velikosti kota. To je tudi vzrok, da enotski
kvaternion q̂ s polarno obliko
q̂ = cos
ϑ
2
+⇀n sin
ϑ
2
, (4.22)
imenujemo rotacijski kvaternion, njegove komponente pa predstavljajo sˇtiri parametre, s katerimi para-
metriziramo rotacijo. Ker za parametrizacijo rotacije zadosˇcˇajo trije skalarji, glej diskusijo v [Ibrahim-
begovic´, 1997], pogoj (4.19) predstavlja njihovo medsebojno vezno enacˇbo. To pogosteje uporabljamo
v njeni kvadrirani obliki
q̂ ◦ q̂ ∗ = 1. (4.23)
4.2 Matricˇni zapis kvaternionov in operatorjev
Za komponentni zapis kvaternionov potrebujemo bazo sˇtirirazsezˇnega prostora IH . V ta namen ortonor-
mirano bazo trirazsezˇnega realnega vektorskega prostora Bg = (⇀g1,⇀g2,⇀g3) razsˇirimo tako, da bazne
vektorje obravnavamo kot cˇiste kvaternione ĝi = 0 +⇀gi, i = 1, 2, 3, in dodamo sˇe en bazni kvaternion
ĝ0 = 1̂. Dobljena cˇetverica kvaternionov (ĝ0, ĝ1, ĝ2, ĝ3) zadosˇcˇa pogojem ortogonalnosti in normirano-
sti,
ĝi · ĝj =
{
0
1
i 6= j
i = j
,
in je kot taka ustrezna baza sˇtirirazsezˇnega vektorskega prostora IH . Tudi razsˇirjeno bazo oznacˇimo kar
z Bg.
Poljuben kvaternion lahko enolicˇno razcepimo po smereh izbranih baznih kvaternionov
â = ag0ĝ0 + ag1ĝ1 + ag2ĝ2 + ag3ĝ3.
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Pripadajocˇi komponentni zapis s stolpcem skalarnih komponent agi, i = 0, 1, 2, 3
âg =
[
ag0 ag1 ag2 ag3
]T
ponovno opremimo z indeksom izbrane baze (g). Stolpicˇne zapise kvaternionov bomo oznacˇevali s
krepkimi cˇrkami in s stresˇico nad njimi. Linearnim operatorjem lahko v izbrani bazi predpisˇemo matricˇni
zapis. Operatorjema (4.15)–(4.16) tako pripadata matriki
φL (âg) =

ag0 −ag1 −ag2 −ag3
ag1 ag0 −ag3 ag2
ag2 ag3 ag0 −ag1
ag3 −ag2 ag1 ag0
 φR (âg) =

ag0 −ag1 −ag2 −ag3
ag1 ag0 ag3 −ag2
ag2 −ag3 ag0 ag1
ag3 ag2 −ag1 ag0
 . (4.24)
agi so komponente kvaterniona â v bazi g, âg =
[
ag0 ag1 ag2 ag3
]T
. Kadar operatorja (4.15)–
(4.16) dolocˇa enotski kvaternion q̂, s komponentnim zapisom q̂g =
[
qg0 qg1 qg2 qg3
]T
, obe ma-
triki, φL
(
q̂g
)
in φR
(
q̂g
)
, zadosˇcˇata pogojema ortogonalnosti
φL
(
q̂g
)
φTL
(
q̂g
)
= φTL
(
q̂g
)
φL
(
q̂g
)
= I (4.25)
φR
(
q̂g
)
φTR
(
q̂g
)
= φTR
(
q̂g
)
φR
(
q̂g
)
= I, (4.26)
in sta zato elementa specialne ortogonalne grupe SO (4). S tem smo preverili trditev iz prejsˇnjega
poglavja, da operatorja (4.15) in (4.16), kadar ju dolocˇa enotski kvaternion, predstavljata rotaciji v
sˇtirirazsezˇnem prostoru.
Sedaj z uporabo (4.24) pokazˇemo, da operator (4.20) predstavlja rotacijo v IR3 oziroma IH0. Po krajsˇem
racˇunu dobimo, da je njegov matricˇni zapis oblike
Qg = φR
(
q̂∗g
)
φL
(
q̂g
)
=
[
1 01×3
03×1 Rg
]
(4.27)
Rg =
 q2g0 + q2g1 − q2g2 − q2g3 2qg1qg2 − 2qg0qg3 2qg1qg3 + 2qg0qg22qg1qg2 + 2qg0qg3 q2g0 − q2g1 + q2g2 − q2g3 2qg2qg3 − 2qg0qg1
2qg1qg3 − 2qg0qg2 2qg2qg3 + 2qg0qg1 q2g0 − q2g1 − q2g2 + q2g3
 , (4.28)
pri cˇemer je enica na prvem mestu v matriki Qg posledica lastnosti (4.19). Ocˇitno Qg preslika cˇiste
kvaternione v cˇiste kvaternione
Qg
[
0
xg
]
=
[
1 0T
0 Rg
] [
0
xg
]
=
[
0
Rgxg
]
. (4.29)
Ker je Qg blocˇno diagonalna matrika, zadosˇcˇa, da pogoj ortogonalnosti pokazˇemo le za podmatriko Rg,
da je torejRgRTg = RTgRg = I . Lastnost potrdimo z mnozˇenjem matrikRg inRTg iz enacˇbe (4.28) in z
uposˇtevanjem lastnosti (4.19). S tem se hkrati prepricˇamo, da Qg in Rg resnicˇno predstavljata rotaciji v
IR4 in IR3. Po dogovoru iz poglavja 3.1.1 rotacijskima matrikamaQg inRg indeksa baze ne oznacˇujemo
vecˇ in velja Qg = Q in Rg = R.
Poleg dokaza, da podmatrika R predstavlja rotacijo v IR3, zˇelimo dolocˇiti tudi fizikalni pomen kolicˇin
⇀n in ϑ iz definicije rotacijskega kvaterniona (4.22). V ta namen komponente qi rotacijskega kvaterniona
v matriki R (4.28) nadomestimo s komponentami rotacijskega kvaterniona v polarni obliki (4.22). Nato
s trigonometricˇnimi in algebrajskimi manipulacijami matriko R (4.28) preoblikujemo do standardnega
zapisa rotacijske matrike z Rodriguesovo formulo (3.13). Izpeljava je zaradi obsezˇnosti in boljsˇe pre-
glednosti besedila predstavljena v dodatku C. Hkrati je pokazano, da ⇀n in ϑ iz definicije rotacijskega
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kvaterniona (4.22) dejansko pomenita enotski vektor na osi rotacije in velikost zasuka pri rotaciji v tri-
razsezˇnem podprostoru IH0 oziroma po identifikaciji cˇistih kvaternionov z vektorji tudi v IR3.
Tako smo upravicˇeni, da koncˇno zapisˇemo zvezo med vrtenjem poljubnega vektorja a z obicˇajno rota-
cijsko matriko R = R (ϑ,⇀n) in pripadajocˇim rotacijskim kvaternionom q̂g = q̂g (ϑ,⇀n):
Rag = [Qâg]IR3=
[
q̂g ◦ âg ◦ q̂ ∗g
]
IR3
, (4.30)
kjer stresˇica nad sicer vektorsko kolicˇino ag pomeni razsˇiritev vektorja v cˇisti kvaternion, âg = 0 + ag,
[ ]IR3 pa je oznaka za zozˇitev cˇistega kvaterniona na vektorski del.
4.2.1 Referencˇna in pomicˇna baza kvaternionskega prostora
Po postopku, predstavljenem v zacˇetku poglavja 4.2, razsˇirimo referencˇno in pomicˇno bazo trirazsezˇnega
vektorskega prostora, ki sta bili predstavljeni v poglavju 3.1.1, na bazo sˇtirirazsezˇnega (vektorskega)
prostora IH . Razsˇirjeni bazi (ĝ0, ĝ1, ĝ2, ĝ3) in
(
Ĝ0, Ĝ1, Ĝ2, Ĝ3
)
v IH imenujemo referencˇna in pomicˇna
baza kvaternionskega prostora, na kratko pa kar enako kot osnovni bazi v IR3, referencˇna Bg in pomicˇna
BG baza. Omeniti velja, da prvi bazni vektor Ĝ0 = 1̂ sicer cˇasovno spremenljive pomicˇne baze ni
funkcija cˇasa in naravnega parametra.
Stolpcˇni predstavitvi poljubnega kvaterniona â = a0 +⇀a v izbranih bazah sta
âg =
[
ag0 ag1 ag2 ag3
]T
âG =
[
ag0 aG1 aG2 aG3
]T
.
Prva komponenta je enaka skalarnemu delu kvaterniona, zato vektorskemu delu cˇistega kvaterniona ĉ =
0 +⇀c v referencˇni in pomicˇni bazi pripadata zapisa
cg =
[
cg1 cg2 cg3
]T
cG =
[
cG1 cG2 cG3
]T
,
kvaternionu ĉ v ustreznih razsˇirjenih bazah pa komponentna zapisa
ĉg =
[
0 cg1 cg2 cg3
]T
ĉG =
[
0 cG1 cG2 cG3
]T
.
S kvaternionsko parametrizacijo rotacije lahko enacˇbo (3.1), ki povezuje obe izbrani bazi, zapisˇemo v
obliki
Ĝi = Qĝi = q̂ ◦ ĝi ◦ q̂ ∗, i = 1, 2, 3, (4.31)
koordinatno transformacijo (3.3) za poljuben kvaternion pa kot
âg = QâG = q̂g ◦ âG ◦ q̂ ∗g , âG = QT âg = q̂ ∗g ◦ âg ◦ q̂g. (4.32)
Transformaciji (4.32) lahko uporabimo tudi za rotacijski kvaternion
q̂G = q̂
∗
g ◦ q̂g ◦ q̂g = q̂g (4.33)
in dobimo, da ima rotacijski kvaternion q̂ v obeh bazah, med katerima slika operatorQ (q̂), enak stolpcˇni
zapis. Zato praviloma komponentne zapise rotacijskih kvaternionov pisˇemo brez oznak za bazo: q̂G =
q̂g = q̂.
Kadar imamo dve zaporedni rotaciji Q1 = Q (q̂1) in Q2 = Q (q̂2), ki ju dolocˇata rotacijska kvaterniona
q̂1 in q̂2 , njun kompozitum Q2Q1 dolocˇa rotacijski kvaternion q̂2 ◦ q̂1 , saj za poljuben kvaternion â velja
Q2Q1 â = q̂2 ◦ (q̂1 ◦ â ◦ q̂ ∗1 ) ◦ q̂ ∗2
= (q̂2 ◦ q̂1) ◦ â ◦ (q̂2 ◦ q̂1)∗ (4.34)
= Q (q̂2 ◦ q̂1) â.
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4.2.2 Zapisi rotacijskih kvaternionov v razlicˇnih bazah
Kot smo omenili, temelji klasicˇni mehanski opis deformacij na dveh bazah: referencˇni in pomicˇni. Se-
veda pomicˇna baza ni ena sama, saj se spreminja vzdolzˇ osi nosilca in s cˇasom. V nekem cˇasovnem
koraku pri izbranem x poleg referencˇne baze Bg in baze zacˇetnega zasuka prereza nosilca BG[0] potrebu-
jemo sˇe vsaj eno pomicˇno bazo BG. Vemo zˇe, da rotacijski matriki in rotacijskemu kvaternionu v bazah,
med katerima dolocˇata rotacijo, pripada enak komponenten zapis. Kadar pa uporabimo neko tretjo bazo,
je komponentni zapis rotacijske matrike in rotacijskega kvaterniona drugacˇen. V vseh treh omenjenih
bazah si oglejmo stolpcˇne zapise celotnega kvaterniona, izrazˇenega kot produkt rotacijskega kvaterni-
ona q̂[0] (x), ki dolocˇa zacˇetni zasuk prereza, in rotacijskega kvaterniona k̂ (x, t), ki dolocˇa spremembo
rotacije od zacˇetnega stanja do poljubnega stanja ob cˇasu t. V skladu z enacˇbo (4.34) velja:
q̂ (x, t) = k̂ (x, t) ◦ q̂[0] (x) . (4.35)
V poglavju 3 smo zacˇetno in trenutno lego nosilca opisali s pomiki osi nosilca in rotacijami prerezov.
Najprej rotacije, ki pripadajo rotacijskim kvaternionom q̂[0] (x), k̂ (x, t) in q̂ (x, t), zapisˇimo abstraktno
z uporabo rotacijskih kvaternionov (slika 2.1):
R[0] (x) =
[
φL
(
q̂[0] (x)
)
φR
(
q̂[0]∗ (x)
)]
IR3
Z (x, t) =
[
φL
(
k̂ (x, t)
)
φR
(
k̂ ∗ (x, t)
)]
IR3
R (x, t) = [φL (q̂ (x, t))φR (q̂ ∗ (x, t))]IR3 .
Sedaj pa se lotimo izrazˇav vseh treh rotacij v izbranih bazah. Po obliki enako formulo kot v (4.35)
dobimo tudi pri zapisu kolicˇin glede na referencˇno bazo prostora Bg
q̂g (x, t) = k̂g (x, t) ◦ q̂[0]g (x) . (4.36)
Po definiciji 1 velja, da vsako rotacijo enolicˇno dolocˇata dve ortonormirani bazi, pri cˇemer izbrana
rotacija zacˇetno bazo preslika (zavrti) v koncˇno bazo; vzemimo torej:
Bg R[0]7−→ BG[0] Z7−→ BG (4.37)
Bg R7−→ BG (4.38)
Preglednica 4.1: Zapisi rotacijskih kvaternionov v pripadajocˇih bazah
Table 4.1: Rotational quaternions with respect to natural bases
rot. kvaternion zacˇetna/koncˇna baza
q̂ q̂g = q̂G
q̂[0] q̂[0]g = q̂
[0]
G[0]
k̂ k̂G[0] = k̂G
Enacˇbo (4.35) bomo v komponentni obliki zapisali sˇe na dva nacˇina: v prvem bodo vsi trije kvaterni-
oni zapisani glede na zacˇetno bazo pripadajocˇe rotacije, v drugem pa glede na koncˇno bazo pripadajocˇe
rotacije. Za lazˇje izpeljevanje smo pripravili preglednico identicˇnih zapisov rotacijskih kvaternionov
iz enacˇbe (4.35) v pripadajocˇih zacˇetnih in koncˇnih bazah, preglednica 4.1. V komponentnem zapisu
enacˇbe (4.35) glede na referencˇno bazo (4.36) sta q̂ in q̂[0] zˇe v svoji zacˇetni bazi, k̂ pa moramo trans-
formirati v njeno zacˇetno bazo BG[0] . Na desno stran enacˇbe (4.36) dodamo enotski kvaternion v obliki
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1̂ = q̂[0]g ◦ q̂[0]∗g , po uposˇtevanju koordinatne transformacije iz enacˇbe (4.32) pa zˇe dobimo zapise vseh
treh rotacijskih kvaternionov v njihovih zacˇetnih bazah:
q̂g =
(
q̂[0]g ◦ q̂[0]∗g
)
◦ k̂g ◦ q̂[0]g
= q̂[0]g ◦
(
q̂[0]∗g ◦ k̂g ◦ q̂[0]g
)
= q̂[0]g ◦ k̂G[0] .
Izpeljali smo, da se rotacije pri zapisu v pripadajocˇih zacˇetnih bazah dodaja z desne:
q̂g = q̂
[0]
g ◦ k̂G[0] . (4.39)
Zaradi identicˇnega zapisa rotacijskih kvaternionov glede na njihovo zacˇetno in koncˇno bazo (glej pregle-
dnico 4.1) velja tudi
q̂G = q̂g = q̂
[0]
g ◦ k̂G[0] = q̂[0]G[0] ◦ k̂G, (4.40)
kar pomeni, da se tudi pri zapisu glede na koncˇne baze rotacije dodaja z desne.
Rezultati (4.36), (4.39) in (4.40) so pricˇakovani, saj isto velja tudi za komponiranje rotacijskih matrik,
glej na primer [Zupan, 2003].
Opomba 6 Pri komponentnem zapisu rotacijskega kvaterniona q̂, ki slika iz referencˇne bazeBg v pomicˇno
bazo BG, indeksa baze tudi v nadaljevanju besedila praviloma ne pisˇemo, saj je vecˇina enacˇb in kolicˇin
zapisanih ravno v bazah Bg in BG. V poglavjih, kjer nastopajo tudi druge baze, pa so izbire baz jasno
opredeljene.
4.3 Odvod in variacija
Enacˇbi za ukrivljenost (3.18) in kotno hitrost (3.19) lahko zapisˇemo tudi v kvaternionski obliki. Izpe-
ljavo kotne hitrosti najdemo v [Ward, 1997] in [Zupan, 2003], toda zaradi pomembnosti in razumevanja
rezultata ter celovitosti prikaza jo izpeljemo tudi v tem delu. Ker sta izpeljavi enacˇb za ukrivljenost in
kotno hitrost skoraj identicˇni, le da v eni nastopajo odvodi po kraju, v drugi pa po cˇasu, se omejimo samo
na izpeljavo kvaternionske enacˇbe za kotno hitrost.
V ta namen odvajamo enacˇbo (4.31), ki povezuje kvaternionske bazne vektorje referencˇne in pomicˇne
baze Ĝi (x, t) = q̂ (x, t) ◦ ĝi ◦ q̂ ∗ (x, t):
·
Ĝi =
·
q̂ ◦ ĝi ◦ q̂ ∗ + q̂ ◦ ĝi ◦
·
q̂ ∗.
Kvaternione referencˇne baze ĝi nadomestimo s kvaternioni pomicˇne baze, ĝi = q̂ ∗◦Ĝi◦q̂, in uposˇtevamo
vezno enacˇbo (4.23) ter dobimo
·
Ĝi =
( ·
q̂ ◦ q̂ ∗
)
◦ Ĝi + Ĝi ◦
(
q̂ ◦ ·q̂ ∗
)
. (4.41)
Preden nadaljujemo z izpeljavo, si podrobneje oglejmo produkta q̂ ◦ ·q̂ ∗ in ·q̂ ◦ q̂ ∗. Iz odvoda vezne enacˇbe
(4.23) ·q̂ ◦ q̂ ∗ + q̂ ◦ ·q̂ ∗ = 0̂ dobimo zvezo
·
q̂ ◦ q̂ ∗ = −q̂ ◦ ·q̂ ∗ = −
( ·
q̂ ◦ q̂ ∗
) ∗
. (4.42)
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Zacˇetek in konec enacˇbe (4.42) ustreza pogoju za cˇisti kvaternion (4.10), zato sta ·q̂ ◦ q̂ ∗ in q̂ ◦ ·q̂ ∗ za
predznak razlicˇna cˇista kvaterniona, kar poudarimo z zapisom
·
q̂ ◦ q̂ ∗ = −q̂ ◦ ·q̂ ∗ = 0 +
[ ·
q̂ ◦ q̂ ∗
]
IR3
.
V izrazu (4.41) imata oba produkta v oklepajih in prav tako kvaternioni Ĝi za i = 1, 2, 3 nicˇelni skalarni
del, zato se po izvedbi kvaternionskega produkta ob uposˇtevanju (4.42) skalarna cˇlena izraza odsˇtejeta,
vektorska dela pa sesˇtejeta:
·
Ĝi = 0 + 2
[ ·
q̂ ◦ q̂ ∗
]
IR3
× ⇀Gi.
Obe strani dobljene enakosti imata nicˇelno skalarno komponento, zato trivialen skalarni del preprosto
izpustimo in kvaternionsko enacˇbo zapisˇemo v vektorski obliki
·
⇀
Gi = 2
[ ·
q̂ ◦ q̂ ∗
]
IR3
× ⇀Gi, za i = 1, 2, 3. (4.43)
Posebej obravnavamo izraz (4.41) sˇe za i = 0, torej za Ĝ0 = 1̂ oziroma
·
Ĝ0 = 0̂:
0̂ =
( ·
q̂ ◦ q̂ ∗
)
◦ 1̂ + 1̂ ◦
(
q̂ ◦ ·q̂ ∗
)
0̂ =
( ·
q̂ ◦ q̂ ∗
)
+
(
q̂ ◦ ·q̂ ∗
)
.
Po (4.42) je desna stran prav tako enaka nicˇ, zato je izraz (4.41) za i = 0 vedno pravilen. Koncˇno
primerjamo izraza (3.23) in (4.43) ter iz primerjave vidimo, da je dvakratnik vektorskega dela cˇistega
kvaterniona
·
q̂ ◦ q̂ ∗ enak kotni hitrosti, kot smo jo vpeljali v enacˇbi (3.23)
⇀ω = 2
[ ·
q̂ ◦ q̂ ∗
]
IR3
.
Celoten (nereduciran) produkt 2 ·q̂ ◦ q̂ ∗ imenujemo kvaternion kotne hitrosti in oznacˇimo z ω̂. Enako kot
tudi druge cˇiste kvaternione ga identificiramo z vektorskim delom, ki je ravno vektor kotne hitrosti ⇀ω.
Kvaternionska enacˇba, ki povezuje kotno hitrost z rotacijo, ima obliko
ω̂ = 2
·
q̂ ◦ q̂ ∗ oziroma ·q̂ = 1
2
ω̂ ◦ q̂. (4.44)
Ob izbiri referencˇne baze ostaneta obliki enacˇb nespremenjeni
ω̂g = 2
·
q̂g ◦ q̂ ∗ oziroma
·
q̂g =
1
2
ω̂g ◦ q̂ ∗. (4.45)
Enacˇbi naprej transformiramo v pomicˇno bazo z uporabo koordinatne transformacije (4.32)
q̂ ∗ ◦ ω̂g ◦ q̂ = 2q̂ ∗ ◦
( ·
q̂g ◦ q̂∗
)
◦ q̂
in dobimo zapis enacˇb (4.44) v pomicˇni bazi
ω̂G = 2q̂ ∗ ◦
·
q̂g oziroma
·
q̂g =
1
2
q̂ ◦ ω̂G. (4.46)
Po enakem postopku, le da cˇasovne odvode zamenjamo z odvodi po naravnem parametru in rezultat
primerjamo z enacˇbo (3.22), izpeljemo kvaternion ukrivljenosti κ̂,
κ̂ = 2q̂ ′ ◦ q̂ ∗ = −2q̂ ◦ q̂ ∗′, (4.47)
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ki je prav tako cˇisti kvaternion, zato ga identificiramo z vektorjem ukrivljenosti ⇀κ. V referencˇni in
pomicˇni bazi se ustrezni formuli glasita
κ̂g = 2q̂ ′g ◦ q̂ ∗ in κ̂G = 2q̂ ′g ◦ q̂ ∗,
iz njiju pa izpeljemo izraza
q̂ ′g =
1
2
κ̂g ◦ q̂ in q̂ ′g =
1
2
q̂ ◦ κ̂G. (4.48)
Ko enacˇbo (4.44) ponovno odvajamo po cˇasu, dobimo kvaternion kotnega pospesˇka α̂
α̂ =
·
ω̂ = 2
··
q̂ ◦ q̂ ∗ + 2 ·q̂ ◦ ·q̂∗ = 2
(··
q̂ ◦ q̂ ∗ + ·q̂ ◦ ·q̂ ∗
)
. (4.49)
Ker je α̂ cˇisti kvaternion, kar pokazˇemo z odvodom izraza (4.42) ob uposˇtevanju lastnosti α̂ ∗ = −α̂ za
cˇiste kvaternione
··
q̂ ◦ q̂ ∗ + ·q̂ ◦ ·q̂ ∗ = − ·q̂ ◦ ·q̂ ∗ − q̂ ◦ ··q̂ ∗
= −
(··
q̂ ◦ q̂ ∗ + ·q̂ ◦ ·q̂ ∗
) ∗
,
ga lahko enacˇimo z osnim vektorjem antisimetricˇnega operatorja kotnega pospesˇka (3.24). Posebej si
sˇe oglejmo zveze med zapisi odvajanih kolicˇin v razlicˇnih bazah. Kvaternionsko enacˇbo za prehod med
komponentnimi zapisi (4.32, desno) odvajamo po cˇasu in dobimo
·
âG =
·
q̂ ∗g ◦ âg ◦ q̂ + q̂ ∗ ◦
·
âg ◦ q̂ + q̂ ∗ ◦ âg ◦
·
q̂g
= q̂ ∗ ◦ ·âg ◦ q̂ + 12 (q̂ ◦ ω̂G)
∗ ◦ âg ◦ q̂ + q̂ ∗ ◦ âg ◦ 12 q̂ ◦ ω̂G
= q̂ ∗ ◦ ·âg ◦ q̂ + 12 ω̂
∗
G ◦ q̂ ∗ ◦ âg ◦ q̂ +
1
2
q̂ ∗ ◦ âg ◦ q̂ ◦ ω̂G
= q̂ ∗ ◦ ·âg ◦ q̂ − 12 ω̂G ◦ âG +
1
2
âG ◦ ω̂G (4.50)
= q̂ ∗ ◦ ·âg ◦ q̂ + 12 (φR (ω̂G)− φL (ω̂G)) âG.
V zgornjem racˇunu smo uposˇtevali enacˇbo (4.46) in lastnost cˇistega kvaterniona (4.10) za kotno hitrost
ω̂G. Vsota−12 ω̂G◦âG+ 12 âG◦ω̂G se sesˇteje v vektorski produkt−ωG×aG, zato lahko ob predpostavki,
da je â cˇisti kvaternion, izlocˇimo skalarno komponento enacˇbe in kvaternionsko enacˇbo reduciramo na
vektorsko
·
aG = R
·
ag − ωG×aG. (4.51)
Sprememba vektorja⇀a oziroma cˇistega kvaterniona â v pomicˇni bazi je odvisna od kotne hitrosti pomicˇne
baze in relativne hitrosti komponent glede na pomicˇni koordinatni sistem. Izpeljane enacˇbe uporabimo
za izpeljavo zveze med ·ωG in ·ωg ter zveze med
·
q̂G in
·
q̂g. Z enacˇbo (4.51) najprej poisˇcˇemo zvezo med
kotno hitrostjo v razlicˇnih bazah
·
ωG = R
·
ωg − ωG × ωG = R ·ωg.
Enacˇbo (4.50) pa uporabimo za dolocˇitev zveze med odvodi rotacijskih kvaternionov v razlicˇnih bazah;
uposˇtevamo sˇe enacˇbo (4.46, levo) in dobimo
·
q̂G = q̂
∗ ◦ ·q̂g ◦ q̂ −
1
2
ω̂G ◦ q̂ + 12 q̂ ◦ ω̂G
= q̂ ∗ ◦ ·q̂g ◦ q̂ − q̂ ∗ ◦
·
q̂g ◦ q̂ + q̂ ◦ q̂ ∗ ◦
·
q̂g
=
·
q̂g.
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Enako kot smo postopali pri transformiranju cˇasovno odvajanih kolicˇin, lahko postopamo tudi pri kolicˇi-
nah, odvajanih po naravnem parametru. Le odvode po cˇasu t nadomestimo z odvodi po naravnem para-
metru x ter kotno hitrost in pospesˇek nadomestimo z ukrivljenostjo in njenim odvodom. Tako za poljuben
kvaternion â velja
â ′G = φL
(
q̂ ∗g
)
φR
(
q̂g
)
â ′g −
1
2
κ̂G ◦ âG + 12 âG ◦ κ̂G
= φL
(
q̂ ∗g
)
φR
(
q̂g
)
â ′g +
1
2
(φR (κ̂G)− φL (κ̂G)) âG, (4.52)
za vektor ⇀a pa
a′G = Ra
′
g − κG × aG. (4.53)
Ko transformiramo odvod ukrivljenosti, dobimo
ω′G = Rω
′
g.
Za krajevni odvod rotacijskega kvaterniona pa velja
q̂′G = q̂
′
g.
Analogno odvajanju kvaternionov se lotimo tudi njihove variacije. Ponovno izhajamo iz zveze (4.31), le
da tokrat zapis odvisnosti od cˇasa oziroma naravnega parametra zamenjamo z odvisnostjo od osnovnih
spremenljivk
Ĝi (q̂) = q̂ ◦ ĝi ◦ q̂∗ = φL (q̂)φR (q̂ ∗) ĝi. (4.54)
V poglavju 4.1 smo pokazali, da sta φL in φR linearni preslikavi, v dodatku A, primer 1 pa, da je linearni
del spremembe linearnega operatorja kar operator sam
D (φL (q̂))q̂ [δq̂] = φL (δq̂) D (φR (q̂))q̂ [δq̂] = φR (δq̂) .
Zato lahko linearizacijo delovanja obeh operatorjev kvaternionskega mnozˇenja na kvaternionu â zapisˇe-
mo tudi v produktni obliki
D (φL (q̂) â)(q̂,â) [δq̂, δâ] = φL (δq̂) â+ φL (q̂) δâ = δq̂ ◦ â+ q̂ ◦ δâ
D (φR (q̂) â)(q̂,â) [δq̂, δâ] = φR (δq̂) â+ φR (q̂) δâ = δâ ◦ q̂ + â ◦ δq̂.
Sestavljanje takih pravil je preprosto. Tu nas zanima predvsem linearizacija rotacijskega operatorja
φL (q̂)φR (q̂
∗), ki deluje na kvaternionu â, kar vodi k izrazu
D (φR (q̂)φR (q̂ ∗) â)(q̂,â) [δq̂, δâ] = δq̂ ◦ â ◦ q̂ ∗ + q̂ ◦ δâ ◦ q̂ ∗ + q̂ ◦ â ◦ δq̂ ∗.
Z njim dobi enacˇba (4.54) po linearizaciji obliko
δĜi = δq̂ ◦ ĝi ◦ q̂ ∗ + q̂ ◦ ĝi ◦ δq̂ ∗.
Uposˇtevali smo, da je linearizacija baznih vektorjev referencˇne baze enaka nicˇ, δĝi = 0̂. Nadaljnji potek
izpeljave se ujema z izpeljavo kvaternionske enacˇbe za kotno hitrost (4.41). Tako po vpeljavi oznake
δϑ̂ = 2δq̂ ◦ q̂ ∗ = − (δq̂ ◦ q̂ ∗) ∗ (4.55)
za cˇisti kvaternion δϑ̂ = 0 + δ
⇀
ϑ dobimo
δ
⇀
Gi = δ
⇀
ϑ× ⇀Gi, za i = 1, 2, 3. (4.56)
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Dobljeno enacˇbo (4.56) primerjamo z enacˇbo (3.27)in ugotovimo popolno skladnost enacˇb. Od tod
sledi, da je vektorski del cˇistega kvaterniona δϑ̂ iz (4.55) res enak variaciji rotacijskega vektorja in da δϑ̂
predstavlja linearni popravek rotacijskega kvaterniona. Enacˇba (4.55) ima v referencˇni in pomicˇni bazi
obliki (glej enacˇbi v (4.45) in (4.46))
δϑ̂g = 2δq̂g ◦ q̂ ∗ in δϑ̂G = 2q̂ ∗ ◦ δq̂g. (4.57)
Opomba 7 Presenetljivo je, da se variacija rotacijskega vektorja δϑ̂ pojavi pri linearizaciji kvaterni-
onsko izrazˇenih rotacijskih kolicˇin (4.55), saj rotacijskega vektorja ne uporabljamo za parametrizacijo
rotacije. Dejstvo, da oznaka δϑ̂ iz (4.55) res ustreza variaciji rotacijskega vektorja, ponovno potrjujejmo
z izpeljavami v nadaljevanju.
Enacˇbo (4.55) za δϑ̂ odvajamo po parametru x, enacˇbo za ukrivljenost (4.47) pa lineariziramo:
δϑ̂ ′ = 2δq̂ ′ ◦ q̂ ∗ + 2δq̂ ◦ q̂ ∗′
δκ̂ = 2δq̂ ′ ◦ q̂ ∗ + 2q̂ ′ ◦ δq̂ ∗.
2δq̂ ′ ◦ q̂ ∗ iz druge enacˇbe vstavimo v prvo in preuredimo z uporabo enotskega kvaterniona v obliki
1̂ = q̂ ∗ ◦ q̂ = q̂ ◦ q̂ ∗ ter enacˇb (4.47) in (4.55):
δϑ̂ ′ = δκ̂− 2q̂ ′ ◦ δq̂ ∗ + 2δq̂ ◦ q̂ ∗′
= δκ̂− 2q̂ ′ ◦ q̂ ∗ ◦ q̂ ◦ δq̂ ∗ + 2δq̂ ◦ q̂ ∗ ◦ q̂ ◦ q̂ ∗′
= δκ̂− 1
2
κ̂ ◦ δϑ̂ ∗ + 1
2
δϑ̂ ◦ κ̂ ∗
= δκ̂+
1
2
κ̂ ◦ δϑ̂− 1
2
δϑ̂ ◦ κ̂.
Vse posamicˇne kolicˇine v dobljenem izrazu so cˇisti kvaternioni, nicˇelni komponenti obeh kvaternionskih
produktov pa se medsebojno odsˇtejeta. Zato prvo (skalarno) komponento zgornjega izraza izpustimo,
vektorski del pa uredimo do oblike
δ
⇀
ϑ ′ = δ⇀κ− δ⇀ϑ×⇀κ. (4.58)
Po primerjavi dobljenega zapisa z izrazom za variacijo splosˇnega vektorja (3.28) ugotovimo, da je
δ
⇀
ϑ ′ = δ (⇀κ)rel .
Dobljeni rezultat najdemo tudi v [Zupan, 2003], stran 102. S kvaternionskim zapisom rotacij smo linea-
rizacijo enacˇbe, ki povezuje rotacije in ukrivljenosti, izvedli v nekaj vrsticah. Izpeljava tega rezultata ob
uporabi rotacijskega vektorja je mnogo bolj tezˇavna.
5 Enacˇbe prostorskega nosilca za statiko
Enacˇbe Reissner–Simovega modela prostorskega nosilca za statiko najdemo v sˇtevilnih delih, na primer
v [Simo, 1985], [Simo, Vu-Quoc, 1986], [Zupan, 2003], [Zupan, Saje, 2003] in drugod, zato izpeljave
enacˇb v tem delu ne navajamo. Enacˇbe prostorskega nosilca za statiko cˇrpamo iz doktorske disertacije
Zupana (2003). Tam najdemo tudi izpeljave. Avtor v zapisu enacˇb uporablja rotacijski vektor za para-
metrizacijo prostorskih rotacij, zato tudi v pricˇujocˇem delu enacˇbe sprva zapisˇemo v taki obliki. Rotacije
in celotne enacˇbe nato preoblikujemo v kvaternionsko obliko in taksˇne na koncu tudi resˇujemo.
5.1 Enacˇbe s parametrizacijo rotacije z rotacijskim vektorjem
Za matricˇni zapis enacˇb praviloma uporabljamo referencˇno prostorsko bazo. Pri enacˇbah, ki opisujejo
materialne karakteristike nosilca, in pri deformacijah uporabljamo pomicˇno bazo.
Ravnotezˇne enacˇbe. Staticˇno ravnotezˇje telesa zahteva ravnotezˇje zunanjih sil in momentov, kar for-
malno zapisˇemo z enacˇbama
∑ ⇀
F =
⇀
0 (5.1)∑
⇀rO ×
⇀
F +
∑ ⇀
MO =
⇀
0, (5.2)
kjer so ⇀F zunanje sile, ki delujejo na telo, ⇀rO so vektorji, ki potekajo od poljubne izbrane tocˇke O do
prijemalisˇcˇ sil F , in ⇀MO so zunanji momenti glede na tocˇko O. Enacˇbe lokalnega ravnotezˇja sil na
prerezu prostorskega nosilca A (x) v matricˇni obliki so
ng (x) = −N ′g (x) (5.3)
mg (x) = −M ′g (x)− r′g (x)×N g (x) , (5.4)
kjer sta N g (x) in M g (x) matricˇna zapisa notranjih sil in momentov ⇀N (x) in ⇀M (x) kot napetostnih
rezultant glede na tezˇisˇcˇe prerezaA (x), N ′g (x) in M ′g (x) sta njuna odvoda po x; ng (x) in mg (x) sta
matricˇna zapisa zunanje linijske sile in momenta na enoto zacˇetne dolzˇine tezˇisˇcˇne osi s prijemalisˇcˇem v
tezˇisˇcˇni osi nosilca, dolocˇeni z ⇀r[0] (x).
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Krepko (integralsko) obliko ravnotezˇnih enacˇb dobimo z integracijo lokalnih enacˇb po dolzˇini nosilca:
N g (x) =N g (0)−
x∫
0
ng (ξ) dξ (5.5)
M g (x) =M g (0) +
x∫
0
(
N g (ξ)× r′g (ξ)−mg (ξ)
)
dξ. (5.6)
Vektorski produkt, ki nastopa v enacˇbi (5.6), lahko zapisˇemo tudi z antisimetricˇnim operatorjem S
S
(
⇀
N
)
⇀a =
⇀
N ×⇀a, za vsak vektor⇀a. (5.7)
Potem je
N g (x)× r′g (x) = S (N g) r′g (x) . (5.8)
Antisimetricˇni matriki S (N g), ki pripada operatorju S
(
⇀
N
)
, pripada komponentni zapis
S (N g) =
 0 −Ng3 Ng2Ng3 0 −Ng1
−Ng2 Ng1 0
 .
Zveze med kinematicˇnimi in deformacijskimi kolicˇinami. Iz principa virtualnega dela sledita zvezi
med variacijami deformacij in kinematicˇnih kolicˇin (glej [Zupan, 2003])
δ (⇀γ)rel = δ
⇀r ′ − δ⇀ϑ×⇀r ′ (5.9)
δ (⇀κ)rel = δ
⇀
ϑ ′. (5.10)
Po integraciji glede na variacijo lahko izpeljemo krepki zvezi med deformacijami ter odvodi pomikov in
zasukov:
r′g (x) = R (x) (γG (x)− cG (x)) (5.11)
ϑ′g (x) = T
−1 (ϑg (x))R (κG (x)− dG (x)) . (5.12)
Kolicˇini cG in dG sta variacijski konstanti (δcG = 0, δdG = 0), ki ju dobimo pri formalni integraciji
variacij. Ker sta neodvisni od deformiranja konstrukcije, ju lahko dolocˇimo v zacˇetnem, nedeformiranem
stanju (dolocˇata zacˇetne normalne, strizˇne, upogibne in torzijske deformacije). Enacˇbi (5.11)–(5.12)
lahko integriramo in dobimo krepko zvezo med integrali deformacij ter pomiki in zasuki:
rg (x) = rg (0) +
x∫
0
R (ξ) (γG (ξ)− cG (ξ)) dξ
ϑg (x) = ϑg (0) +
x∫
0
T−1 (ϑg (ξ)) (κG (ξ)− dG (ξ)) dξ.
T je transformacijska matrika, ki pripada operatorju T
T = I +
1− cosϑ
ϑ2
Θ+
ϑ− sinϑ
ϑ3
Θ2 (5.13)
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v referencˇni bazi. Vecˇ o operatorju T bralec najde v [Zupan, 2003], za nasˇe nadaljnje delo pa ni pomem-
ben, saj je enacˇba, ki povezuje rotacijski kvaternion z ukrivljenostjo (4.48) bistveno drugacˇna od enacˇbe,
ki povezuje rotacijski vektor z ukrivljenostjo (5.12). Velja pa omeniti, da imata tako razlicˇni enacˇbi kljub
vsemu identicˇno enako linearizacijo (4.58) in (5.10)!
Materialne enacˇbe. Materialne enacˇbe opisujejo snov oziroma lastnosti snovi, iz katere je zgrajen
nosilec. Obicˇajno jih napisˇemo v materialni bazi:
NCG (x) = CN (γG,κG) (5.14)
MCG (x) = CM (γG,κG) . (5.15)
⇀
NC(x) in
⇀
MC(x) sta konstitucijska notranja sila in moment, NCG (x) in MCG (x) pa njun zapis v ma-
terialni bazi. CN in CM sta obicˇajno linearna zvezna operatorja, odvisna od materiala, iz katerega je
narejen nosilec. V splosˇnem sta odvisna tudi od deformacijskega stanja v nosilcu.
Enacˇbe konsistence. Locˇimo konstitucijsko notranjo silo in moment ⇀NC (x) in ⇀MC (x), ki sta dobljena
iz deformacijskih kolicˇin po materialnih enacˇbah (5.14)–(5.15), ter ravnotezˇno silo in moment ⇀N (x) in
⇀
M (x), ki sta resˇitvi ravnotezˇnih enacˇb (5.5)–(5.6). Teoreticˇno bi morala zaradi ravnotezˇja v prerezu v
ravnotezˇni legi veljati enakost obeh sil in momentov. Tej enakosti recˇemo konsistenca. Pri numericˇnem
resˇevanju tem pogojem ni avtomaticˇno zadosˇcˇeno. To je posebej znacˇilno za standardne formulacije po
metodi koncˇnih elementov, ki ne vkljucˇujejo enacˇb konsistence [Argyris et al., 1978; Bathe, Bolourchi,
1979; Simo, Vu-Quoc, 1986; Cardona, Ge´radin, 1988; Iura, Atluri, 1989; Crisfield, 1990; Nour-Omid,
Rankin, 1991; Crivelli, Felippa, 1993; Ibrahimbegovic´, Frey, 1993; Ibrahimbegovic´, 1995; Battini, Pa-
coste, 2002; Betsch, Steinmann, 2002; Jelenic´, Crisfield, 1999a]. Tej pomankljivosti se izognemo, cˇe
naboru enacˇb konstrukcije dodamo sˇe enacˇbe, ki zahtevajo ravnotezˇje v prerezu
RNCG (x)−N g (x) = 0 (5.16)
RMCG (x)−M g (x) = 0. (5.17)
Enacˇbe (5.3)–(5.4), (5.11)–(5.12) in (5.16)–(5.17) poznamo pod imenom Euler–Lagrangeve enacˇbe pro-
storskega nosilca.
Naravni robni pogoji. Pripadajocˇi naravni robni pogoji Euler–Lagrangevih enacˇb so ravnotezˇne enacˇbe
v krajisˇcˇih nosilca
S0g +N
0
g = 0 (5.18)
P 0g +M
0
g = 0 (5.19)
SLg −NLg = 0 (5.20)
P Lg −MLg = 0, (5.21)
kjer sta S0g in SLg zunanji tocˇkovni sili ter P 0g in P Lg zunanja tocˇkovna momenta v krajisˇcˇih nosilca
glede na referencˇno bazo. Z ravnotezˇnima enacˇbama (5.5)–(5.6) pri x = L lahko robni ravnotezˇni
enacˇbi (5.20) in (5.21) zapisˇemo v integralski obliki
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SLg −N0g +
L∫
0
ngdx = 0 (5.22)
P Lg −M0g −
L∫
0
(
S (N g) r′g −mg
)
dx = 0. (5.23)
Bistveni robni pogoji. Naboru enacˇb dodamo sˇe bistvene robne pogoje za pomike in zasuke v krajisˇcˇih
nosilca ⇀r (0) = ⇀r0,
⇀
ϑ (0) =
⇀
ϑ0, ⇀r (L) = ⇀rL in
⇀
ϑ (L) =
⇀
ϑL.
5.2 Enacˇbe s kvaternionsko parametrizacijo rotacij
Resˇevanja staticˇnih enacˇb linijskih in okvirnih konstrukcij z uporabo kvaternionov smo se lotili pred-
vsem zato, ker v literaturi nismo zasledili, kako korektno uposˇtevati popravke rotacijskih kvaternionov
in njihovih odvodov po x pri iterativnem resˇevanju enacˇb. Prav tako ni bilo znano, ali lahko za me-
todo kolokacijskih koncˇnih elementov, ki ima za osnovne neznanke pomike in rotacijske kvaternione,
pricˇakujemo kaksˇne numericˇne tezˇave ali neskladja interpolacij, ki lahko vodijo v blokiranje. Naucˇili
smo se preoblikovati enacˇbe, ki vsebujejo rotacije, parametrizirane z rotacijskim vektorjem, v enacˇbe,
osnovane samo na rotacijskem kvaternionu. Te in podobne probleme, na primer konsistentno lineari-
ziranje enacˇb, smo lazˇje preucˇili ob resˇevanju staticˇnih enacˇb prostorskega nosilca, ker so preprostejsˇe
od dinamicˇnih, saj ne vsebujejo cˇasovne dimenzije. Kljub temu pa obliko staticˇnih enacˇb, posebej rob-
nih pogojev, popolnoma podredimo nasˇemu koncˇnemu cilju, dinamicˇni analizi linijskih konstrukcij. V
nadaljevanju tega poglavja se zato ne lotevamo vprasˇanj, zakaj v robnih pogojih nastopajo integrali po
polovicˇnem obmocˇju elementa, in podobno; bralec razloge najde v kasnejsˇih poglavjih, ki se nanasˇajo
na resˇevanje sistema enacˇb za dinamicˇno analizo prostorskih nosilcev. V zadnjem poglavju pricˇujocˇega
dela pa resˇevanje staticˇnih enacˇb uporabimo za dolocˇitev upogiba nosilca pod lastno tezˇo, kar nam sluzˇi
za zacˇetno deformirano lego pri dinamicˇni analizi prehoda delca preko nosilca.
Materialne (5.14)–(5.15) in ravnotezˇne enacˇbe (5.3)–(5.4) so le posredno odvisne od rotacij, zato je
njihov formalni zapis enak kot pri drugih parametrizacijah rotacij, konsistencˇni enacˇbi (5.16)–(5.17) in
enacˇbi, ki povezujeta deformacije s kinematicˇnimi kolicˇinami (5.11)–(5.12) pa dobijo novo obliko
f1S :
[
q̂ ◦ N̂CG ◦ q̂ ∗
]
IR3
−N g = 0 (5.24)
f̂2S : q̂ ◦ M̂
C
G ◦ q̂ ∗ − M̂ g = 0̂ (5.25)
f3S : r
′
g − [q̂ ◦ (γ̂G − ĉG) ◦ q̂ ∗]IR3 = 0 (5.26)
f̂4S : 2q̂
∗ ◦ q̂ ′ −
(
κ̂G − d̂G
)
= 0̂ (5.27)
f5S :N
′
g + ng = 0 (5.28)
f6S :M
′
g +mg − S (N g) r′g = 0 (5.29)
f7S :N
C
G − CN (γG,κG) = 0 (5.30)
f8S :M
C
G − CM (γG,κG) = 0. (5.31)
Pri preoblikovanju smo uposˇtevali predvsem osnovno zvezo med rotacijskimi kvaternioni in rotacijsko
matriko (4.30), za enacˇbo f̂4S pa sˇe zvezo (4.47). Pozoren bralec je opazil, da imata vektorski enacˇbi f̂2S
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in f̂4S sedaj 4 komponente, kar poudarja tudi stresˇica nad oznako enacˇbe. Prva (dodana) komponentna
enacˇba, ki pripada skalarnemu delu kvaterniona, je sicer teoreticˇno vedno izpolnjena, toda v numericˇni
implementaciji se izkazˇe, da nam uspesˇno sluzˇi kot enacˇba za dodatno rotacijsko neznanko.
Opomba 8 Razsˇiritev enacˇb f̂2S in f̂4S na sˇtiri komponente je posledica vpeljave rotacijskih kva-
ternionov in pripadajocˇih rotacijskih matrik φL, φR, Q ∈IR4×4 namesto klasicˇne rotacijske matrike
R ∈IR3×3. Enacˇbi bi lahko zozˇili nazaj na tri komponente, kot to storimo pri f1S . V tem primeru se
po diskretizaciji, predstavljeni v naslednjih poglavjih, sˇtevilo enacˇb in neznank ne ujema. Za dodatno
enacˇbo lahko tedaj vzamemo na primer vezno enacˇbo (4.23). Ker se v numericˇni implementaciji uporaba
trivialne prve komponente dobro obnese, obdrzˇimo sˇtirikomponentni zapis enacˇb f̂2S in f̂4S . ˇSe vecˇ, v
nadaljevanju tudi zvezni enacˇbi f6S , f8S in robni enacˇbi (5.19), (5.23) razsˇirimo do sˇtirikomponentnih
s trivialno skalarno komponento.
Enacˇbe (5.24)–(5.31) imenujemo osnovne enacˇbe problema. Poleg osnovnih enacˇb moramo zadostiti sˇe
robnim enacˇbam (5.18)–(5.21).
5.2.1 Izbira in priprava glavnih in robnih enacˇb
Robne ravnotezˇne enacˇbe (5.18)–(5.21) zaradi posebnosti predstavljenega numericˇnega postopka resˇeva-
nja preoblikujemo tako, da krajisˇcˇne ravnotezˇne sile in momente izrazimo iz ravnotezˇnih enacˇb (5.28)–
(5.29), ki jih integriramo le po polovicˇnem obmocˇju, ki ga sicer pretecˇe naravni parameter x. Za preobli-
kovanje ravnotezˇnih enacˇb levega krajisˇcˇa integriramo (5.28)–(5.29) na intervalu [0, L2 ], za preoblikova-
nje ravnotezˇnih enacˇbe desnega krajisˇcˇa pa na intervalu [L2 , L]:
h1S : S0 +NL/2g +
L/2∫
0
ngdx = 0 (5.32)
h2S : P 0 +ML/2g +
L/2∫
0
mgdx−
L/2∫
0
N g × r′gdx = 0
h3S : S0 −NL/2g +
L∫
L/2
ngdx = 0 (5.33)
h4S : P 0 −ML/2g +
L∫
L/2
mgdx−
L∫
L/2
N g × r′gdx = 0.
V enacˇbah h2S in h4S ravnotezˇni sili N g izrazimo iz (5.28) ter integrala v h2S in h4S integriramo po
delih (per partes), glej [Bronsˇtejn, Semendjajev, 1988], kar pomeni
b∫
a
u v′dx = [u v]ba −
b∫
a
u′v dx.
Na koncu enacˇbi sˇe razsˇirimo iz vektorske v kvaternionsko obliko z nicˇelnim skalarnim delom in upora-
bimo operatorski zapis vektorskega produkta (glej tocˇko 1 opombe 10 v poglavju 5.3.3). Koncˇna oblika
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momentnih robnih ravnotezˇnih enacˇb je
ĥ2S = P̂
0
g + M̂
L/2
g − Ŝ
(
M̂
L/2
g
)(
r̂L/2g − r̂0g
)
(5.34)
+
∫ L/2
0
Ŝ (n̂g)
(
r̂g − r̂0g
)
dx+
∫ L/2
0
m̂gdx = 0̂
ĥ4S = P̂
L
g − M̂
L/2
g − Ŝ
(
N̂
L/2
g
)(
r̂Lg − r̂L/2g
)
(5.35)
+
∫ L
L/2
Ŝ (n̂g)
(
r̂Lg − r̂g
)
dx+
∫ L
L/2
m̂gdx = 0̂.
Ravnotezˇne sile in momente v sredinski tocˇki elementa, N̂
L/2
g in M̂
L/2
g , ob uposˇtevanju konsistencˇnih
enacˇb nadomestimo s konstitucijskimi silami in momenti N̂CG in M̂
C
G, transformiranimi v referencˇno
bazo
N̂
L/2
g = q̂
(
L
2
)
◦ N̂CG
(
L
2
)
◦ q̂
(
L
2
) ∗
(5.36)
M̂
L/2
g = q̂
(
L
2
)
◦ M̂CG
(
L
2
)
◦ q̂
(
L
2
) ∗
. (5.37)
Na podoben nacˇin kot pri oblikovanju robnih enacˇb (5.34)–(5.35) postopamo tudi pri preoblikovanju
enacˇb momentnega ravnotezˇja
f̂6S = M̂
′
g + m̂g − Ŝ
(
N̂
L/2
g
)
r̂ ′g +
∫ L/2
xk
Ŝ (n̂g) dx r̂ ′g = 0̂.
Zaradi preglednosti smo v zapisih enacˇb izpustili argument in ga le v posebnih tocˇkah pri x = 0, L2 , L
oznacˇili z zgornjim indeksom.
Sistem zveznih nelinearnih enacˇb (5.24)–(5.31) zmanjsˇamo z eksplicitnim analiticˇnim zadosˇcˇanjem ne-
katerim enacˇbam. Enacˇbe, ki jim zadosˇcˇamo numericˇno, imenujemo glavne enacˇbe. Za glavne enacˇbe
izberemo konsistencˇne enacˇbe, odvajane po x:
f ′1S =
[
q̂ ′ ◦ ĈN ◦ q̂∗ + q̂ ◦ Ĉ ′N ◦ q̂ ∗ + q̂ ◦ ĈN ◦ q̂∗′
]
IR3
+ ng = 0 (5.38)
f̂
′
2S = q̂
′ ◦ ĈM ◦ q̂∗ + q̂ ◦ Ĉ ′M ◦ q̂ ∗ + q̂ ◦ ĈM ◦ q̂∗′ + m̂g − Ŝ
(
N̂ g
)
r̂ ′g = 0̂. (5.39)
Te enacˇbe imenujemo konsistencˇne enacˇbe v sˇibki obliki, zahtevajo pa enakost odvodov ravnotezˇnih in
konstitucijskih sil in momentov po x. Oznaka Ŝ
(
N̂ g
)
predstavlja razsˇiritev matrike S (N g) velikosti
3× 3 na matriko velikosti 4× 4 tako, da ji dodamo nicˇelni stolpec in nicˇelno vrstico,
Ŝ
(
N̂ g
)
=
[
0 01×3
03×1 S (N g)
]
.
Vecˇ o razsˇiritvi antisimetricˇnega operatorja najdemo v opombi 10.
5.3 Resˇevanje staticˇnih kvaternionskih enacˇb
Enacˇbe (5.38)–(5.39) skupaj z robnimi enacˇbami (5.32)–(5.35) so v splosˇnem prezahtevne za analiticˇno
resˇevanje, zato posezˇemo po orodjih numericˇne analize. Zvezni sistem nelinearnih enacˇb zato najprej
nadomestimo z diskretnim, ki ga nato resˇujemo po klasicˇnem iterativnem postopku.
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5.3.1 Diskretizacija resˇitve in enacˇb
Sprva diskretiziramo resˇitev problema. To pomeni, da bomo namesto zvezne resˇitve iskali resˇitev le v
naprej izbranih diskretnih tocˇkah xp, p = 0, 1, ..., N + 1, za neko poljubno naravno sˇtevilo N . V ostalih
tocˇkah vzdolzˇ tezˇisˇcˇne osi nosilca pa priblizˇne vrednosti resˇitve dobimo z interpolacijskimi nastavki.
Temu pravimo interpolacija resˇitve. Ker tako dobljeni rezultati niso eksaktni, temvecˇ le priblizˇni, se
morajo njihove oznake razlikovati od oznak tocˇnih resˇitev za pomike in rotacijske kvaternione, u (x),
k̂ (x). To dosezˇemo z vijugo nad njihovimi simboli:
u˜g (x) =
N+1∑
p=0
upLp (x)
˜̂
k (x) =
N+1∑
p=0
k̂
p
Pp (x) . (5.40)
Ker pa imamo v nadaljevanju opravka le sˇe s priblizˇnimi resˇitvami in do nejasnosti ne more priti, vijuge
nad simboli za pomike in rotacijske kvaternione opustimo. Lp in Pp, p = 0, 1, ..., N + 1, so zaenkrat
sˇe poljubne, dvakrat odvedljive interpolacijske funkcije, in xp so poljubne diskretizacijske tocˇke. Z iz-
biro lege tocˇk se omejimo le v skrajnih diskretizacijskih tocˇkah, in sicer pri x0 = 0 in xp = L. Z
vpeljavo interpolacije (5.40) smo dosegli, da namesto zveznih resˇitev isˇcˇemo le njihove priblizˇne diskre-
tne vrednosti (trojice oziroma cˇetverice) up in k̂p, torej skupaj 7 (N + 2) neznanih skalarnih kolicˇin na
koncˇnem elementu.
Naslednji korak je diskretizacija enacˇb. Najbolj znana in najpogosteje uporabljena metoda diskretizacije
enacˇb, ki se uporablja na podrocˇju staticˇne in dinamicˇne analize nosilcev, je klasicˇna Galerkinova metoda
diskretizacije, kakrsˇno uporabljajo na primer Simo samostojno in skupaj s sodelavci (1985, 1988, 1995),
Ibrahimbegovic´ samostojno in skupaj s sodelavci (1995, 1997, 1998), Cardona in Ge´radin (1988) in
drugi. Vecˇ o Galerkinovi metodi najdemo v ucˇbeniku [Bathe, 1996]. V pricˇujocˇem delu pa izberemo
kolokacijsko metodo diskretizacije, ki je bila prav tako zˇe uspesˇno implementirana na podrocˇju staticˇne
analize prostorskih nosilcev, na primer v delih Zupana in Sajeta (2003, 2004, 2006). Po metodi kolokacije
izbranim glavnim enacˇbam zadosˇcˇamo v vnaprej izbranih diskretnih tocˇkah xk, k = 1, 2, ...,M , ki jih
imenujemo kolokacijske tocˇke. Z izbiro M tocˇk imamo skupaj 7M notranjih skalarnih enacˇb; v krajisˇcˇih
x0 = 0 in xp = L pa zadosˇcˇamo sˇe sˇtirinajstim robnim enacˇbam; skupaj imamo torej 7 (N + 2) skalarnih
enacˇb. Pri resˇevanju sistema enacˇb je najugodneje, da je sˇtevilo neznank enako sˇtevilu enacˇb, torej
izberemo N = M . V tem primeru se sˇtevilo notranjih interpolacijskih in kolokacijskih tocˇk ujema,
zato jih lahko poenotimo, xp = xk, k, p = 1, 2, ..., N . Ujemanje tocˇk, v katerih zadosˇcˇamo glavnim
enacˇbam, in tistih, v katerih isˇcˇemo diskretne resˇitve, gotovo ugodno vpliva na natancˇnost resˇitve. Kljub
temu zaradi splosˇnosti in preglednosti besedila obdrzˇimo razlikovanje med notranjimi interpolacijskimi
in kolokacijskimi tocˇkami.
Opomba 9 Najbolj naravna izbira za interpolacijo sˇtirih (odvisnih) komponent rotacijskega kvaterniona
je sfericˇna interpolacija imenovana SLERP [Shoemake, 1985] (angl. SfericaL intERPolation), vendar je
splosˇno znan le linearni (dvotocˇkovni) SLERP, posplosˇitev na vecˇtocˇkovno sfericˇno interpolacijo pa je
zelo zahtevna (glej [Ghosh, Roy, 2008], kjer so avtorji predstavili tritocˇkovno sfericˇno polinomsko inter-
polacijo). Nasˇ cilj pa so ravno elementi visˇjih redov (v poglavju 10 pri dinamicˇni analizi potujocˇega delca
potrebujemo element vsaj stopnje 3 oziroma sˇtiritocˇkovni element - opomba 18). Zato izberemo prepro-
stejsˇo, polinomsko interpolacijo poljubne stopnje. Taka izbira se v nadaljevanju numericˇne implemen-
tacije izkazˇe za dovolj ucˇinkovito. Poleg tega so v literaturi zˇe znani pristopi, po katerih interpoliramo
vecˇ kot tri rotacijske kolicˇine, na primer Betsch in Steinmann (2002) interpolirata vseh devet komponent
vektorjev pomicˇne baze (kar je enakovredno interpolaciji devetih komponent rotacijske matrike), v for-
mulacijo pa vnesejo pogoje ortogonalnosti. Romero (2004) analizira razlicˇne tipe interpolacije rotacije;
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med njimi tudi polinomsko interpolacijo sˇtirih kvaternionskih parametrov. V cˇlanku je pokazano, da je
taka interpolacija objektivna (glej cˇlanek Jelenic´a in Crisfielda (1999b)), to pomeni da se s togo rotacijo
deformacijske kolicˇine ne spremenijo. Opozorimo, da so v [Romero, 2004] kvaternioni uporabljeni zgolj
za interpolacijo rotacij in ne kot osnovna neznanka problema.
Oba postopka diskretizacije – interpolacija resˇitve in kolokacija sˇibkih konsistentnih enacˇb – sistem
sedmih zveznih nelinearnih diferencialnih enacˇb razbije na sistem 7 (N + 2) nelinearnih algebrajskih
enacˇb za 7 (N + 2) diskretnih neznank:
f ′k1S :
[
q̂k ◦ ĈN
(
γkG,κ
k
G
)
◦ q̂∗k
]′
IR3
+ ng (x)
k = 0, k = 1, 2, ..., N (5.41)
f̂
′k
2S :
(
q̂k ◦ ĈM
(
γkG,κ
k
G
)
◦ q̂∗k
) ′
+ m̂kg −NL/2g × r̂ ′kg +
∫ L/2
xk
ngdx× r̂ ′kg = 0̂, k = 1, 2, ..., N (5.42)
h1S : S0g +N
L/2
g +
∫ L/2
0
ngdx = 0 (5.43)
ĥ2S : P̂
0
g + M̂
L/2
g − N̂
L/2
g ×
(
r̂L/2g − r̂0g
)
+
∫ L/2
0
n̂g ×
(
r̂g − r̂0g
)
dx+
∫ L/2
0
m̂gdx = 0̂ (5.44)
h3S : SLg −NL/2g +
∫ L
L/2
ngdx = 0 (5.45)
ĥ4S : P̂
L
g − M̂
L/2
g − N̂
L/2
g ×
(
r̂Lg − r̂L/2g
)
+
∫ L
L/2
n̂g ×
(
r̂Lg − r̂g
)
dx+
∫ L
L/2
m̂gdx = 0̂. (5.46)
Zgornji indeks oznacˇuje vrednost naravnega parametra, pri katerem je funkcija izvrednotena: (k) pomeni
splosˇno kolokacijsko tocˇko, (0) in (L) robni tocˇki, (L/2) pa sredinsko tocˇko, na primer q̂L/2 = q̂ (L2 ).
5.3.2 Newtonova iterativna metoda
Sistem zveznih diferencialnih enacˇb zveznih spremenljivk smo uspesˇno prevedli na sistem diskretnih
algebrajskih enacˇb z diskretnimi spremenljivkami. Toda enacˇbe (5.41)–(5.46) so sˇe vedno nelinearne.
Resˇimo jih z Newtonovo metodo resˇevanja nelinearnih sistemov algebrajskih enacˇb, ki je predstavljena
v vecˇini ucˇbenikov za numericˇno analizo, na primer v [Evans, 1995] in [Gerald, Wheatley, 1994].
Osnovno idejo Newtonove metode predstavimo le na primeru ene enacˇbe z eno spremenljivko
f (x) = 0. (5.47)
Vzemimo razvoj f okrog x = x0v Taylorjevo vrsto
f (x0 +∆x) = f (x0) + ∆x f ′ (x0) + ... (5.48)
Namesto tocˇne enacˇbe (5.47) resˇujemo ta´ko priblizˇno enacˇbo, pri kateri uposˇtevamo le prva dva cˇlena
vrste (5.48):
f (x0 +∆x) = f (x0) + ∆x f ′ (x0) = 0 (5.49)
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Predpostavimo, da je f ′ (x0) 6= 0. Potem lahko iz (5.49) izpeljemo ∆x = − f(x0)f ′(x0) in novi priblizˇek
resˇitve enacˇbe (5.47) je
x1 = x0 +∆x = x0 − f (x0)
f ′ (x0)
.
Postopek ima tudi nazorno geometrijsko interpretacijo. Enacˇba (5.49) je linearna enacˇba popravka ∆x =
x1−x0. V geometrijskem smislu linearna funkcija f (x0 +∆x) = f (x0)+∆x f ′ (x0) dolocˇa tangento
na krivuljo y = f (x) v tocˇki (x0, f (x0)). Njeno presecˇisˇcˇe z absciso y = f (x) = 0 pa predstavlja novi
priblizˇek resˇitve enacˇbe (5.47), slika 5.1.
x
y
x0
y=f(x)
x1 x2
y2
y1
y0
Slika 5.1: Geometrijska interpretacija Newtonove iteracije
Figure 5.1: Geometrical interpretation of the Newton iteration
Pri sistemu nelinearnih enacˇb f (x1, x2, ...) = 0 prevzame vlogo odvoda tangentna matrika parcialnih
odvodov enacˇb po vseh spremenljivkah,K =
[
∂f j
∂xi
]
i,j
. Algoritem Newtonove metode je v tem primeru
Kn δx = −fn (5.50)
xn+1 = δx+ xn, (5.51)
pri cˇemer enacˇbi (5.50)–(5.51) ponavljamo za n = 0, 1, 2, . . ., dokler ni zadosˇcˇeno pogoju natancˇnosti.
Za pogoj natancˇnosti izberemo |δx| < εNew za neko majhno izbrano sˇtevilo εNew. V (5.50) matrika
Kn = K(xn) oznacˇuje globalno tangentno matriko, fn = f (xn) vektor desnih strani (residual) in δx
vektor linearnih popravkov (variacij) neznank xn.
Da bomo lahko Newtonovo iterativno metodo za resˇevanje sistema nelinearnih enacˇb uporabili za resˇitev
sistema enacˇb (5.41)–(5.46), moramo enacˇbe problema linearizirani in reevati lineariziran sistem (5.50).
5.3.3 Priprave na linearizacijo enacˇb: linearizacija posameznih kolicˇin
Linearizacije se zaradi kompleksnosti enacˇb in implicitne odvisnosti od osnovnih neznank problema
lotimo postopoma. Da bo zapis lineariziranih enacˇb bolj kompakten, sprva lineariziramo le posamezne
kolicˇine.
Osnove linearizacije splosˇnega vektorja in operatorja smo podali v dodatku A, nekaj o linearizaciji rota-
cijskih kolicˇin pa tudi v poglavju 4.3. Osnovna predpostavka linearizacije je, da so linearne spremembe
spremenljivk (variacije) poljubne in neodvisne kolicˇine. Linearni del diskretnih pomikov in kvaternion-
skih parametrov rotacije oznacˇujemo z δu pg in δk̂p.
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Najprej si oglejmo pomen linearnih sprememb (variacij) konjugiranih rotacijskih kvaternionov. Operator
konjugiranja lahko zapisˇemo matricˇno z diagonalno matriko kot
k̂
∗
g = k0 − kg = Λg k̂g, Λg=

1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1
 . (5.52)
Linearizacija je torej oblike
δ
(
k̂
∗
g
)
= Λg δk̂g =
(
δk̂g
) ∗
. (5.53)
Enak rezultat dobimo tudi z linearizacijo vezne enacˇbe (4.23) za k̂,
δk̂g ◦ k̂ ∗g + k̂g ◦ δ
(
k̂
∗
g
)
= 0̂,
in iz nje izpeljane linearizacije konjugiranega rotacijskega kvaterniona
δ
(
k̂
∗
g
)
= −k̂ ∗g ◦ δk̂g ◦ k̂
∗
g . (5.54)
Pri dokazovanju enakosti med izrazoma (5.53) in (5.54) potrebujemo zapis vezne enacˇbe (4.23) sˇe s
pomocˇjo skalarnega produkta (4.7):
k̂ · k̂ = k20 + k · k = 1, (5.55)
za k̂ = k0 + k in njeno linearizacijo
δk̂ · k̂ + k̂ · δk̂ = 2k0δk0 + 2k · δk = 0. (5.56)
Po izvedbi produktov v izrazu (5.54) po daljsˇem, vendar preprostem racˇunu, dobimo
δ
(
k̂
∗
g
)
=
[
δk0 − 2k0 (k0δk0 + k · δk)
2 (k0δk0 + k · δk)k −
(
k20 + k · k
)
δk
]
=
[
δk0
−δk
]
=
(
δk̂g
) ∗
.
Na koncu smo uposˇtevali enacˇbi (5.55)–(5.56) in dokazali enakost med linearizacijama konjugiranih
rotacijskih kvaternionov (5.53) in (5.54).
Z ostalimi osnovnimi kolicˇinami in njihovimi izpeljankami ni vecˇjih tezˇav, saj njihove variacije izpeljemo
prek interpolacije resˇitve (5.40):
δug (x) =
N+1∑
p=0
Lp (x) δupg δu
′
g =
N+1∑
p=0
L′p (x) δu
p
g δu
′′
g =
N+1∑
p=0
L′′p (x) δu
p
g (5.57)
δk̂ (x) =
N+1∑
p=0
Lp (x) δk̂
p
δk̂
′
=
N+1∑
p=0
L′p (x) δk̂
p
δk̂
′′
=
N+1∑
p=0
L′′p (x) δk̂
p (5.58)
b∫
a
δugdx =
N+1∑
p=0
 b∫
a
Lp (x) dx
 δupg. (5.59)
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Poglejmo si tudi variacije trenutnega krajevnega vektorja rg = r[0]+ug in celotnih rotacij q̂ = k̂g ◦ q̂[0]
ter njunih odvodov po x, glej sliko 2.1:
δrg = δug δr′g = δu
′
g δr
′
g = δu
′
g (5.60)
δq̂g = δk̂g ◦ q̂[0] = φR
(
q̂[0]
)
δk̂g (5.61)
δq̂ ′g = δk̂
′
g ◦ q̂[0] + δk̂g ◦ q̂[0]′ = φR
(
q̂[0]
)
δk̂
′
g + φR
(
q̂[0]′
)
δk̂g (5.62)
δq̂′′g = δk̂
′′
g ◦ q̂[0] + 2δk̂
′ ◦ q̂[0]′ + δk̂g ◦ q̂[0]′′ (5.63)
= φR
(
q̂[0]
)
δk̂
′′
g + 2φR
(
q̂[0]′
)
δk̂
′
g + φR
(
q̂[0]′
)
δk̂g.
V linearizaciji kvaterniona q̂ in njegovih odvodov nastopa kvaternionski produkt, ki ga raje zapisˇemo
v matricˇni obliki z uporabo matrik (4.24) levega in desnega kvaternionskega mnozˇenja (4.15)–(4.16).
Z njuno uporabo lahko na desni strani izrazov izpostavimo variacije osnovnih neznank in linearizirane
enacˇbe direktno zapisˇemo v obliki, primerni za implementacijo Newtonove iterativne sheme (5.50).
Nadaljnja linearizacija preostalih kolicˇin, cˇlenov in na koncu celotnih enacˇb ni zahtevna, saj v enacˇbah
(5.41)–(5.46) nastopajo le sˇe linearni operatorji in operatorja snovi. Odvod linearnega operatorja je kar
operator sam, dodatek A, primer 1; za oba operatorja kvaternionskega mnozˇenja smo to pokazali zˇe v
poglavju 4.3. Operatorja ĈN in ĈM sta sicer v splosˇnem nelinearna operatorja, toda omejimo se le na take
operatorje katerih linearizacijo izracˇunamo kot parcialne odvode po osnovnih neznankah. Ker sta ĈN in
ĈM posredni funkciji osnovnih spremenljivk preko deformacij γkG in κkG, moramo posebej pripraviti
linearizacijo deformacij z uporabo enacˇb (5.26) in (5.27). Zaradi enostavnejsˇega zapisa obe izpeljavi
izvedemo sˇtirikomponentno v kvaternionskem zapisu.
Z linearizacijo enacˇbe (5.26) dobimo linearizirane osne in strizˇne deformacije:
0̂ = δr̂ ′g − δq̂g ◦ (γ̂G − ĉG) ◦ q̂∗ − q̂ ◦ δγ̂G ◦ q̂ ∗ − q̂ ◦ (γ̂G − ĉG) ◦ δq̂ ∗g
δγ̂G = q̂
∗ ◦ δr̂ ′g ◦ q̂ − q̂ ∗ ◦ δq̂g ◦ (γ̂G − ĉG) ◦ q̂ ∗ ◦ q̂
− q̂ ∗ ◦ q̂ ◦ (γ̂G − ĉG) ◦ δq̂ ∗g ◦ q̂
= φL (q̂
∗)φR (q̂) δû
′
g − φL (q̂ ∗)φR (γ̂G − ĉG) δq̂g
− φL (γ̂G − ĉG)φR (q̂)Λ δq̂g.
Uposˇtevali smo, da je variacija odvoda krajevnega vektorja enaka variaciji odvoda pomika (5.57). Za za-
pis linearizacije konjugiranega kvaterniona smo uporabili matricˇni zapis iz enacˇbe (5.53). Zdaj moramo
rezultat le sˇe skrcˇiti na tri komponente. V prvem cˇlenu cˇisti kvaternion slikamo s prostorsko rotacijo spet
v cˇisti kvaternion, zato je prva komponenta nicˇ. δq0, ki nastopa v cˇlenih −φL (q̂∗)φR (γ̂G − ĉG) δq̂g
in −φL (γ̂G − ĉG)φR (q̂)Λ δq̂g, v splosˇnem ni enak nicˇ, vendar je prva komponenta vsote teh dveh
cˇlenov prav tako enaka nicˇ, saj se skalarni komponenti kvaternionov medsebojno odsˇtejeta. Zato smemo
ustrezen trikomponentni zapis formalno zapisati kot skrcˇitev zgoraj izpeljanega izraza za δγ̂G:
δγG =
[
φL (q̂
∗)φR (q̂) δû
′
g − (φL (q̂ ∗)φR (γ̂G − ĉG)− φL (γ̂G − ĉG)φR (q̂)Λ) δq̂g
]
IR3
. (5.64)
Linearizacija upogibnih in torzijskih deformacij je
δκ̂G = 2δq̂∗ ◦ q̂ ′ + 2q̂ ∗ ◦ δq̂ ′g
= 2φR
(
q̂ ′
)
Λ δq̂g + 2φL (q̂
∗) δq̂ ′g.
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Zaradi izbire sˇibke oblike konsistencˇnih enacˇb za glavne enacˇbe konstrukcije (5.38)–(5.39) poleg defor-
macije nastopajo tudi njeni prvi odvodi po x. Te dobimo z odvajanjem enacˇb (5.26)–(5.27) po x:
γ̂ ′G = q̂
∗ ◦ r̂ ′′g ◦ q̂ − q̂ ∗ ◦ q̂ ′ ◦ (γ̂G − ĉG)− (γ̂G − ĉG) ◦ q̂′∗ ◦ q̂ + ĉ ′G
= q̂ ∗ ◦ r̂ ′′g ◦ q̂ − q̂ ∗ ◦ q̂ ′ ◦ (γ̂G − ĉG) + (γ̂G − ĉG) ◦ q̂ ∗ ◦ q̂ ′ + ĉ ′G
= q̂ ∗ ◦ r̂ ′′g ◦ q̂ − κ̂G ◦ (γ̂G − ĉG) + (γ̂G − ĉG) ◦ κ̂G + ĉ ′G
κ̂ ′G = 2q̂
∗ ◦ q̂′′ + 2q̂∗′ ◦ q̂ ′ + d̂ ′G
= 2q̂ ∗ ◦ q̂′′ − 2q̂ ∗ ◦ q̂ ′ ◦ q̂ ∗ ◦ q̂ ′ + d̂ ′G
= 2q̂ ∗ ◦ q̂′′ − 1
2
κ̂G ◦ κ̂G + d̂ ′G.
Kolicˇini ĉ ′G in d̂
′
G sta variacijski konstanti; dolocˇimo ju iz znanih funkcij ĉG in d̂G. Poleg odvodov
deformacij potrebujemo tudi njihovo linearizacijo:
δγ̂ ′G = δq̂
∗
g ◦ r̂ ′′g ◦ q̂ + q̂ ∗ ◦ δr̂ ′′g ◦ q̂ + q̂∗ ◦ r̂ ′′g ◦ δq̂g (5.65)
− δκ̂G ◦ (γ̂G − ĉG)− κ̂G ◦ δγ̂G
+ δγ̂G ◦ κ̂G + (γ̂G − ĉG) ◦ δκ̂G
= φL (q̂
∗)φR (q̂) δû
′′
g
+
[
φL
(
q̂ ∗ ◦ r̂ ′′g
)
+ φR
(
r̂ ′′g ◦ q̂
)
Λ
]
δq̂g
+ [φL (γ̂G − ĉG)− φR (γ̂G − ĉG)] δκ̂G
+ [φR (κ̂G)− φL (κ̂G)] δγ̂G
δκ̂ ′G = 2δq̂
∗ ◦ q̂′′ + 2q̂∗ ◦ δq̂′′g −
1
2
(δκ̂G ◦ κ̂G + κ̂G ◦ δκ̂G) (5.66)
= 2φR
(
q̂′′
)
Λ δq̂g + 2φL (q̂
∗) δq̂′′g
− 1
2
[φL (κ̂G) + φR (κ̂G)] δκ̂G.
Variacijske konstante ĉG, d̂G, ĉ ′G in d̂
′
G pri linearizaciji izginejo. Enacˇbo (5.65) iz (cˇiste) kvaternionske
oblike skrcˇimo nazaj na vektorsko tako, da ji odvzamemo prvo trivialno komponento.
Opomba 10 Pri linearizaciji odvodov deformacijskih kolicˇin se pojavi nekaj zanimivih operatorjev.
1. Operator Ŝ (â) = 12 [φL (â)− φR (â)], ki nastopa v (5.65), je za cˇisti kvaternion â = 0 +⇀a anti-
simetricˇen operator, saj je njegova matrika v poljubni ortonormirani bazi oblike (razlika ustreznih
matrik v (4.24))
Ŝ (âg) =

0 0 0 0
0 0 −ag3 ag2
0 ag3 0 −ag1
0 −ag2 ag1 0
 , (5.67)
kjer so agi, i = 1, 2, 3, komponente vektorja ⇀a v isti bazi. Njena zozˇitev S (ag) na podmatriko
velikosti 3 × 3 pripada antisimetricˇnemu operatorju vektorskega produkta z osnim vektorjem ag,
glej tudi (5.7)
S (ag) bg = ag × bg. (5.68)
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Tako lahko recˇemo, da operator Ŝ definira vektorski produkt na vektorskem podprostoru cˇistih
kvaternionov IH0. Omenimo sˇe eno lastnost tega operatorja, da za poljubna cˇista kvaterniona â
in b̂ velja
Ŝ (â) b̂ = −Ŝ
(
b̂
)
â. (5.69)
Lastnost bomo potrebovali pri linearizaciji enacˇb.
2. Podoben operator Ĥ (â) = 12 [φL (â) + φR (â)] se pojavi v (5.66). Tudi tokrat je argument â =
0 +⇀a cˇisti kvaternion. Vendar je njegova matricˇna forma zelo drugacˇna od (5.67):
Ĥ (0 + ⇀a) =

0 −a1 −a2 −a3
a1 0 0 0
a2 0 0 0
a3 0 0 0
 .
Tudi matrika Ĥ je antisimetricˇna in na cˇistem kvaternionu b̂ = 0 +⇀b je predstavlja skalarni
produkt vektorjev z negativnim predznakom
Â (â) b̂ = −⇀a ·⇀b, (5.70)
Delovanje operatorja Ĥ (â) na poljubnem kvaternionu b̂ = b0 +
⇀
b za poljuben â = a0 +⇀a lahko
tolmacˇimo kot ‘produkt kvaternionov, ki ne vkljucˇuje vektorskega produkta’
Ĥ (â) b̂ = a0b0 −⇀a ·
⇀
b+ a0
⇀
b+ b0
⇀a, (5.71)
pripadajocˇ matricˇni zapis pa je
Ĥ (a0 +
⇀
a) =

a0 −a1 −a2 −a3
a1 a0 0 0
a2 0 a0 0
a3 0 0 a0
 .
Formalno linearizirajmo sˇe operatorja CN in CM in njuna odvoda po x:
δCN = CγγδγG +CγκδκG (5.72)
δCM = CκγδγG +CκκδκG (5.73)
δC′N = C ′γγδγG +C ′γκδκG +Cγγδγ ′G +Cγκδκ
′
G (5.74)
δC′M = C ′κγδγG +C ′κκδκG +Cκγδγ ′G +Cκκδκ′G, (5.75)
kjer so Cγγ , Cγκ, Cκγ , Cκκ podmatrike tangentne togostne matrike prereza C:
Cγγ =
[
∂CiN
∂γj
]
i,j=1,2,3
Cγκ =
[
∂CiN
∂κj
]
i,j=1,2,3
Cκγ =
[
∂CiM
∂γj
]
i,j=1,2,3
Cκκ =
[
∂CiM
∂κj
]
i,j=1,2,3
in
C =
[
Cγγ Cγκ
Cκγ Cκκ
]
.
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Matrika C je praviloma velikosti 6× 6, v nasˇem primeru pa jo po potrebi razsˇirimo do velikosti 7× 7
Ĉ =
 Cγγ 03×1 Cγκ01×3 0 01×4
Cκγ 04×1 Cκκ
 .
Linearizacijo ravnotezˇne sile N g in ravnotezˇnega momenta M g na sredini elementa pri x = L2 dobimo
neposredno z linearizacijo enacˇb (5.36)–(5.37)
δN̂
L/2
g = φR
(
N̂
cL
2
G ◦ q̂
L
2
∗
)
δq̂
L
2
g + φL
(
q̂
L
2
)
φR
(
q̂
L
2
∗
)
δN̂
cL
2
G
+ φL
(
q̂
L
2 ◦ N̂ c
L
2
G
)
Λ δq̂
L
2
g
δM̂
L/2
g = φR
(
M̂
cL
2
G ◦ q̂
L
2
∗
)
δq̂
L
2
g + φL
(
q̂
L
2
)
φR
(
q̂
L
2
∗
)
δM̂
cL
2
G
+ φL
(
q̂
L
2 ◦ M̂ c
L
2
G
)
Λ δq̂
L
2
g ,
pri cˇemer uposˇtevamo, da je linearizacija konstitucijske sile in momentaNCG inMCG po enacˇbah (5.30)–
(5.31) enaka linearizaciji operatorjev CN in CM , glej enacˇbi (5.72)–(5.73).
5.3.4 Linearizacija enacˇb nosilca
Pripravili smo linearizacijo posameznih kolicˇin, ki nastopajo v enacˇbah nosilca (5.41)–(5.46). Lineari-
zacija teh enacˇb je zdaj preprosta. Zaradi bolj strnjenega zapisa enacˇbe lineariziramo v sˇtirikomponentni
kvaternionski obliki. Vektorski produkt nadomestimo z operatorjem Ŝ. Predpostavimo od pomikov in
zasukov neodvisne konzervativne porazdeljene in tocˇkovne obtezˇbe s silo in momentom. Take obtezˇbe
niso odvisne od deformiranja konstrukcije. V primeru majhnih pomikov in zasukov je to dovolj dober
priblizˇek zˇive obtezˇbe. V primeru velikih deformacij pa ne, zato smo omejeni bolj na obtezˇbe z nespre-
menljivo smerjo delovanja in s konstantno intenziteto, kakrsˇna je na primer gravitacija. Taka obtezˇba
predstavlja variacijsko konstanto in je njena variacija enaka nicˇ. Linearizacija prve glavne enacˇbe (5.38)
ima obliko
δf̂
′
1S = δq̂
′
g ◦ ĈN ◦ q̂∗ + q̂ ′ ◦ δĈN ◦ q̂ ∗ + q̂ ′ ◦ ĈN ◦ δq̂ ∗g
+ δq̂g ◦ Ĉ′N ◦ q̂ ∗ + q̂ ◦ δĈ ′N ◦ q̂ ∗ + q̂ ◦ Ĉ ′N ◦ δq̂ ∗g
− δq̂g ◦ ĈN ◦ κG ◦ q̂ ∗ − q̂ ◦ δĈN ◦ κG ◦ q̂ ∗
− q̂ ◦ ĈN ◦ δκG ◦ q̂ ∗ − q̂ ◦ ĈN ◦ κG ◦ δq̂ ∗g
= φR
(
ĈN ◦ q̂ ∗
)
δq̂′g + φL
(
q̂ ′
)
φR (q̂
∗) δĈN + φL
(
q̂ ′ ◦ ĈN
)
Λ δq̂g
+ φR
(
Ĉ ′N ◦ q̂ ∗
)
δq̂g + φL (q̂)φR (q̂
∗) δĈ ′N + φL
(
q̂ ◦ Ĉ ′N
)
Λ δq̂g
− φR
(
ĈN ◦ κG ◦ q̂ ∗
)
δq̂g − φL (q̂)φR (κG ◦ q̂∗) δĈN
− φL
(
q̂ ◦ ĈN
)
φR (q̂
∗) δκG − φL
(
q̂ ◦ ĈN ◦ κG
)
Λ δq̂g.
Linearizacija dela druge glavne enacˇbe (5.39) je oblikovno povsem enaka kot δf1S , le ĈN in Ĉ ′N moramo
nadomestiti s ĈM in Ĉ ′M . Zato linearizacijo tega dela (5.39) zaradi dolzˇine zapisa podajamo le shematsko
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z oznako δf̂1S [N →M ], preostali cˇleni pa so zapisani v celoti:
δf̂2S = δf̂1S [N →M ]− Ŝ
(
N̂
L/2
g
)
δû ′g + Ŝ
(
r̂ ′g
)
δN̂
L/2
g +
∫ L/2
x
Ŝ (n̂g) dx δû ′g.
Tu smo uporabili lastnost (5.69) antisimetricˇnega operatorja Ŝ. Nazadnje lineariziramo sˇe robne enacˇbe:
δh1S = δNL/2g
δĥ2S = δM̂
L/2
g − Ŝ
(
N̂
L/2
g
)(
δûL/2g − δû0g
)
+ Ŝ
(
r̂L/2g − r̂0g
)
δN̂
L/2
g
+
∫ L/2
0
Ŝ (n̂g)×
(
δûg − δû0g
)
dx
δh3S = −δNL/2g
δĥ4S = −δM̂
L/2
g − Ŝ
(
N̂
L/2
g
)(
δûLg − δûL/2g
)
+ Ŝ
(
r̂Lg − r̂L/2g
)
δN̂
L/2
g
+
∫ L
L/2
Ŝ (n̂g)
(
δûLg − δûg
)
dx.
Variacije vozlisˇcˇnih pomikov izpostavimo iz integrala z uporabo (5.59).
5.3.5 Numericˇna integracija
V robnih enacˇbah ĥ2S in ĥ4S se pojavijo integrali porazdeljene obtezˇbe in integrali produkta porazde-
ljene obtezˇbe s pomiki, v njunih linearizacijah δĥ2S in δĥ4S pa integrali produkta porazdeljene obtezˇbe
z variacijami pomikov; produkte v integralih lahko reduciramo na produkte porazdeljene obtezˇbe z in-
terpolacijskimi polinomi, cˇe iz integralov izpostavimo variacije vozlisˇcˇnih neznank. Ob predpostavki
polinomske oblike porazdeljene obtezˇbe bi lahko integrale izvrednotili analiticˇno. Odlocˇimo se raje za
preprostejsˇo, prostorsko manj zahtevno in cˇasovno bolj ekonomicˇno Gaussovo metodo numericˇne inte-
gracije, ki je ob primerni izbiri stopnje povsem tocˇna za integrale polinomov.
Gaussova integracijska metoda je predstavljena v vecˇini ucˇbenikov numericˇne analize, na primer v
[Evans, 1995], [Gerald, Wheatley, 1994], in je brzˇkone najbolj znana in uporabljana numericˇna metoda
integracije. Osnovno vodilo in osnovna znacˇilnost metode je, da z minimalnim sˇtevilom tocˇk, v kate-
rih izvrednotimo vrednost integranda, izracˇunamo tocˇen integral v primeru polinomskega integranda;
tocˇneje, za polinom stopnje 2s+ 1 je za tocˇen integral dovolj s+ 1 integracijskih tocˇk.
Integral poljubne funkcije f(x) na intervalu [a, b] aproksimiramo z vsoto
b∫
a
f(x) dx ≈
s∑
i=0
A
[s]
i f
(
x
[s]
i
)
, (5.76)
imenovano Gaussova kvadraturna formula. Koeficiente A[s]i imenujemo Gaussove utezˇi in so enaki
integralu Lagrangevih polinomov
A
[s]
i =
b∫
a
(
x− x[s]0
)
...
(
x− x[s]i−1
)(
x− x[s]i+1
)
...
(
x− x[s]s
)
(
x
[s]
i − x[s]0
)
...
(
x
[s]
i − x[s]i−1
)(
x
[s]
i − x[s]i+1
)
...
(
x
[s]
i − x[s]s
)dx
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za Gaussove tocˇke x[s]i z intervala [a, b], i = 0, 1, ..., s. V ucˇbenikih predstavljene Gaussove tocˇke in utezˇi
za integracijo na intervalu [−1, 1] z linearno transformacijo prenesemo na ustrezno obmocˇje integracije,
na primer
L/2∫
0
f(x) dx =
L
4
1∫
−1
f
(
L
4
ξ +
L
4
)
dξ ∼= L
4
M∑
j=0
wjf(xj) ,
kjer je f integrabilna funkcija, xj ∈
(
0, L2
)
so z linearno preslikavo x = L4 ξ +
L
4 prirejene klasicˇne
Gaussove integracijske tocˇke ξj ∈ (−1, 1) in wj so Gaussove utezˇi.
5.3.6 Postopek dodajanja linearnih popravkov in popravljanje ostalih kolicˇin
Rezultat Newtonove iteracije i + 1 so linearni popravki δu pg and δk̂pg. V linearnih prostorih popravke v
skladu s (5.51) kar prisˇtejemo trenutni vrednosti priblizˇka iz iteracije i. Tako na primer postopamo pri
popravljanju pomikov
upi+1,g = u
p
i,g + δu
p
g.
Ta´ko popravljanje pa ni ustrezno pri rotacijskih kvaternionih. Kot smo omenili zˇe v poglavju 4.2.2,
rotacijske kvaternione zaporednih rotacij zdruzˇujemo multiplikativno: v referencˇni bazi jih dodajamo
z leve, enacˇba (4.36), v pomicˇni pa z desne, enacˇbi (4.39) in (4.40). Po dodajanju popravka pa mora
rotacijski kvaternion ostati rotacijski, kar pomeni, da ohrani normo 1. To se zgodi le, kadar je tudi
popravek rotacijski kvaternion. Toda linearni popravek δk̂pg ni rotacijski kvaternion, saj njegova velikost
ni enaka ena in se z vecˇanjem sˇtevila iteracij praviloma priblizˇuje nicˇ, torej postaja zelo majhna. Zato
popravka ne moremo direktno dodajati.
Iz poglavja 4.3 poznamo povezavo med linearnim popravkom rotacijskega kvaterniona δk̂g in linearnim
popravkom rotacijskega vektorja δϑg, enacˇba (4.57), iz definicije rotacijskega kvaterniona (4.22) pa iz
δϑg znamo izracˇunati pripadajocˇi rotacijski kvaternion ∆k̂g:
δϑ̂g = 0 + δϑg = 2δk̂g ◦ k̂∗g (5.77)
δϑ = |δϑg|
∆k̂g = cos
δϑ
2
+
δϑg
δϑ
sin
δϑ
2
. (5.78)
∆k̂g imenujemo multiplikativni popravek rotacijskega kvaterniona, saj ima vselej normo 1 in zato pred-
stavlja pravi rotacijski kvaternion. Ker je izrazˇen glede na bazo Bg, ga multiplikativno dodamo z leve
strani. Rotacijski kvaternion v odvisnosti od rotacijskega vektorja lahko zapisˇemo tudi z eksponentno
preslikavo kvaternionskega argumenta
∆k̂g = cos
δϑ
2
+
δϑg
δϑ
sin
δϑ
2
= exp
(
δϑ̂g
2
)
. (5.79)
Dokaz najde bralec v dodatku B. Zanimivo je, da se eksponentna preslikava pojavi tudi pri popravljanju
trenutne rotacije v vektorski parametrizaciji rotacij, le da gre pri rotacijskem vektorju za eksponentno
preslikavo linearnega antisimetricˇnega operatorja z osnim vektorjem δ⇀ϑ [Zupan, 2003]. Popravljanje
rotacijskih kvaternionov z linearnim popravkom δk̂pg ima torej obliko
k̂
p
i+1,g = exp
(
δk̂
p
g ◦ k̂
p∗
i,g
)
◦ k̂pi,g. (5.80)
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Pravilnost izraza (5.80) za novi rotacijski kvaternion k̂pi+1,g potrdimo sˇe z obratno analizo, v kateri li-
neariziramo desno stran v (5.80) in preverimo, cˇe je rezultat ravno δk̂pg. Po definiciji 3 (dodatek A1)
je smerni odvod operatorja F v tocˇki ⇀a v smeri ⇀b enak DF⇀a
[
⇀
b
]
= ddα
[
F
(
⇀a+ α
⇀
b
)]
α=0
. V nasˇem
primeru isˇcˇemo smerni odvod k̂
p
i+1,g v tocˇki k̂
p
i,g v smeri δk̂
p
g, le formalna vsota
⇀a + α
⇀
b se v primeru
multiplikativnih prostorov pacˇ izvede drugacˇe:
D
(
k̂
p
i+1,g
)
k̂i,g
[
δk̂
p
g
]
=
d
dα
[
exp
(
αδk̂
p
g ◦ k̂
p∗
i,g
)
◦ k̂pi,g
]
α=0
.
Ker skalar α nastopa direktno in ne samo posredno v argumentu eksponentne funkcije, je njen odvod po
α kar obicˇajen odvod eksponentne funkcije
D
(
k̂
p
i+1,g
)
k̂i,g
[
δk̂
p
g
]
=
[
exp
(
αδk̂
p
g ◦ k̂
p∗
i,g
)
◦ δk̂pg ◦ k̂
p∗
i,g ◦ k̂
p
i,g
]
α=0
= δk̂
p
g ◦ k̂
p∗
i,g ◦ 1̂ ◦ k̂
p
i,g = δk̂
p
g.
Rezultat ponovno potrjuje pravilnost uposˇtevanja linearnega popravka rotacijskega kvaterniona po enacˇbi
(5.80). Ob uposˇtevanju enacˇbe (5.79) lahko pravilo popravljanja (5.80) zapisˇemo krajsˇe
k̂
p
i+1,g = ∆k̂
p
g ◦ k̂
p
i,g. (5.81)
Opomba 11 Podoben postopek za uposˇtevanje popravkov v Cliffordovi algebri sta izpeljala tudi McRo-
bbie in Lasenby (1999). Abstrakten algebrajski zapis kolicˇin v Cliffordovi algebri je na prvi pogled sicer
bistveno drugacˇen od kvaternionske algebre, ki se ves cˇas spogleduje z navadnim, sˇtirirazsezˇnim prosto-
rom IR4, toda kvaternionska in sˇtirirazsezˇna Cliffordova algebra dejansko predstavljata isto algebrajsko
strukturo [Ward, 1997]. Tehnicˇno razliko med obema algebrama predstavlja definicija notranje opera-
cije mnozˇenja - predznak skalarnega produkta, ki nastopa v kvaternionskem produktu, je negativen - le
ta pa vpliva na ostale tehnicˇne razlike. Vendar Lasenby in McRobbie (1999) le delo Simota in Vu-Quoca
(1988), ki temelji na interpolaciji komponent rotacijskega vektorja, prevedeta v jezik algebre; pri tem
pokazˇeta, da je linearizacija enacˇb prostorskega nosilca v Cliffordovi algebri precej preprostejsˇa, kot pa
v Liejevi grupi SO (3).
Poleg osnovnih neznank in njihovih variacij moramo v vsakem koraku iteracije popravljati tudi njihove
prve in druge odvode po x. Prek linearizacije interpolacijskih nastavkov smo ugotovili, da enako inter-
polacijo kot za osnovne neznanke uporabljamo tudi za njihove variacije, glej (5.57)–(5.58), pri pomikih
pa zaradi aditivnosti tudi za odvode osnovnih spremenljivk
u′g (x) =
N+1∑
p=0
L′p (x)u
p
g (5.82)
u′′g (x) =
N+1∑
p=0
L′′p (x)u
p
g. (5.83)
V primeru rotacijskih kvaternionov tak postopek ni ustrezen. Odvode kvaternionov popravljamo prek
ukrivljenosti in njenega odvoda. Zato si najprej oglejmo, kako popravljamo ukrivljenost. Ukrivljenost κ̂
popravljamo v skladu z njeno ‘aditivno’ naravo v tocˇno dolocˇeni bazi. Iz enacˇbe (4.48, levo) z uporabo
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(5.81) izrazimo κ̂i+1,g:
κ̂i+1,g
(
k̂i+1,g
)
= 2
(
∆k̂g ◦ k̂i,g
) ′ ◦ k̂ ∗i,g ◦∆k̂ ∗g
=
(
2∆k̂
′
g ◦ k̂i,g + 2∆k̂g ◦ k̂
′
i,g
)
◦ k̂ ∗i,g ◦∆k̂
∗
g
= 2∆k̂
′
g ◦∆k̂
∗
g + 2∆k̂g ◦ k̂
′
i,g ◦ k̂
∗
i,g ◦∆k̂
∗
g
= ∆κ̂g +∆k̂g ◦ κ̂i,g ◦∆k̂∗g (5.84)
∆κ̂g = 2∆k̂
′
g ◦∆k̂
∗
g . (5.85)
Argument k̂i+1,g ukrivljenosti κ̂i+1,g opozarja, da uposˇtevamo le tisti del celotne ukrivljenosti, ki je
posledica dodane rotacije k̂i+1,g in ne celotne rotacije q̂i+1,g, kot na primer v enacˇbi (4.48). Argu-
menta praviloma ne bomo vecˇ pisali, razen takrat, ko bi utegnilo priti do zamenjave pojmov. V primeru
uporabe zapisa v bazi Bg ne moremo ukrivljenosti direktno sesˇtevati (5.84), temvecˇ moramo prispevek
ukrivljenosti iz predhodnega koraka ustrezno transformirati preden ga prisˇtejemo popravku ukrivljenosti.
Za izracˇun popravka ukrivljenosti ∆κ̂g potrebujemo odvod popravka ∆k̂ ′g, ki je izpeljan v dodatku B,
enacˇba (B.7)
∆k̂
′
g
(
δϑg, δϑ
′
g
)
= A
(
δϑ̂g
2
)
δϑ̂
′
g
2
.
Matrika A ima obliko neskoncˇne vrste (B.6), popravek rotacijskega vektorja δϑg in njegov odvod δϑ′g
pa izracˇunamo v skladu z enacˇbo (4.57) in njenim odvodom; izraza sta predstavljena v preglednici 5.1.
Preglednica 5.1: Popravki rotacijskega vektorja in njegovih odvodov
Table 5.1: Update of rotational vector and its derivatives
δϑg =
[
2δk̂g ◦ k̂i,g
]
IR3
δϑ′g =
[
2δk̂
′
g ◦ k̂i,g + 2δk̂g ◦ k̂
′
i,g
]
IR3
δϑ′′g =
[
2δk̂
′′
g ◦ k̂i,g + 4δk̂
′
g ◦ k̂
′
i,g + 2δk̂g ◦ k̂
′′
i,g
]
IR3
Popravek δk̂g in njegov odvod δk̂ ′g smo zˇe predhodno izrazili z vozlisˇcˇnimi popravki, enacˇba (5.58). ˇCe
enacˇbo (5.84) transformiramo v pomicˇno bazo BGi+1 , dobimo
κ̂i+1,Gi+1 = q̂
∗
i+1,g ◦∆κ̂g ◦ q̂i+1,g + q̂ ∗i+1,g ◦∆k̂g ◦ κ̂i,g ◦∆k̂
∗
g ◦ q̂i+1,g
= q̂ ∗i+1,g ◦∆κ̂g ◦ q̂i+1,g + q̂ ∗i,g ◦ κ̂i,g ◦ q̂i,g
= ∆κ̂Gi+1 + κ̂i,Gi . (5.86)
Ukrivljenost je torej aditivna kolicˇina, vendar le v primeru, ko za vsako nastopajocˇo ukrivljenost upo-
rabimo ustrezno pomicˇno bazo. Izraz (5.86) uporabimo za izracˇun novega priblizˇka κ̂i+1,Gi+1 , odvod
rotacijskega kvaterniona k̂ ′i+1,g pa izracˇunamo iz enacˇbe (4.48, levo), tako da le ukrivljenost κ̂i+1,g
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zapisˇemo v bazi BGi+1 :
k̂
′
i+1,g =
1
2
κ̂i+1,g ◦ k̂i+1,g
=
1
2
q̂i+1,g ◦ q̂ ∗i+1,g ◦ κ̂i+1,g ◦ q̂i+1,g ◦ q̂ ∗i+1,g ◦ k̂i+1,g
=
1
2
q̂i+1,g ◦ κ̂i+1,Gi+1 ◦ q̂[0]∗g (5.87)
Opomba 12 V enacˇbi (4.48) poleg celotnega kvaterniona rotacije q̂i+1,g, ki dolocˇa rotacijo med bazama
Bg in BGi+1 , stojita deformacija κ̂i+1,Gi+1 , ki je odvisna le od dodanega rotacijskega kvaterniona k̂i+1,g
in njegov odvod. Zato iz enacˇbe (4.48,desno) ne sledi k̂ ′i+1,g = 12 k̂i+1,g ◦ κ̂i+1,Gi+1
(
k̂i+1,Gi+1
)
, temvecˇ
k̂
′
i+1,G[0] =
1
2 k̂i+1,G[0] ◦ κ̂i+1,Gi+1
(
k̂i+1,Gi+1
)
, saj je pomembno, katera baza pripada rotacijskemu
kvaternionu. Enacˇbo (4.48, desno) pa lahko uporabimo za dolocˇitev odvoda trenutnega celotnega in
zacˇetnega rotacijskega kvaterniona:
q̂ ′i+1,g =
1
2
q̂i+1,g ◦ κ̂i+1,g
(
q̂i+1,g
)
in q̂[0]′g =
1
2
q̂[0]g ◦ κ̂g
(
q̂[0]g
)
.
Podobna formula kot za k̂ ′i+1,g (5.87) velja tudi za odvod multiplikativnega popravka rotacijskega kva-
terniona:
∆k̂
′
g =
1
2
q̂i+1,g ◦∆κ̂Gi+1 ◦ q̂ ∗i,g. (5.88)
=
1
2
∆k̂g ◦ q̂i,g ◦∆κ̂Gi+1 ◦ q̂ ∗i,g.
Podobno postopamo tudi pri dolocˇitvi odvoda ukrivljenosti κ̂[i+1]′
G[i+1]
in pri drugem odvodu rotacijskega
kvaterniona k̂i+1,g. V ta namen odvajamo enacˇbi (5.84) in (5.85) po naravnem parametru x
κ̂ ′i+1,g = ∆κ̂
′
g +∆k̂
′
g ◦ κ̂i,g ◦∆k̂
∗
g
+∆k̂g ◦ κ̂ ′i,g ◦∆k̂
∗
g +∆k̂g ◦ κ̂i,g ◦∆k̂
∗′
g
∆κ̂ ′g = 2∆k̂
′′
g ◦∆k̂
∗
g + 2∆k̂
′
g ◦∆k̂
∗′
g .
Kot vidimo iz te enacˇbe, za izracˇun popravka odvoda ukrivljenosti ∆κ̂ ′g potrebujemo drugi odvod po-
pravka ∆k̂
′′
g , ki je v obliki kvaternionske vrste zapisan z enacˇbo (B.9). Izpeljava je v dodatku B, ∆k̂
′′
g pa
je izrazˇen kot kvaternionski produkt kolicˇin δϑg, δϑ′g in δϑ′′g , preglednica 5.1. Zgornji izraz za κ̂ ′i+1,g
transformiramo v pomicˇno bazo BGi+1 , kot dolocˇa enacˇba (4.52):
κ̂ ′i+1,Gi+1 =
= q̂ ∗i+1,g ◦ κ̂ ′i+1,g ◦ q̂i+1,g
+
1
2
(
φR
(
κ̂i+1,Gi+1
(
q̂i+1,g
))− φL (κ̂i+1,Gi+1 (q̂i+1,g))) κ̂i+1,Gi+1
= q̂ ∗i+1,g ◦
(
∆κ̂ ′g +∆k̂
′
g ◦ κ̂i,g ◦∆k̂
∗
g +∆k̂g ◦ κ̂ ′i,g ◦∆k̂
∗
g +∆k̂g ◦ κ̂i,g ◦∆k̂
∗′
g
)
◦ q̂i+1,g
+
1
2
κ̂i+1,Gi+1 ◦ κ̂i+1,Gi+1
(
q̂i+1,g
)− 1
2
κ̂i+1,Gi+1
(
q̂i+1,g
) ◦ κ̂i+1,Gi+1 . (5.89)
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Zaradi dolzˇine zapisa izpeljavo razbijemo na posamezne cˇlene. Prvega cˇlena
(i) = q̂ ∗i+1,g ◦∆κ̂ ′g ◦ q̂i+1,g
ne spreminjamo. V tretjem cˇlenu poenostavimo zapis
(iii) = q̂ ∗i+1,g ◦∆k̂g ◦ κ̂′i,g ◦∆k̂
∗
g ◦ q̂i+1,g
= q̂ ∗i,g ◦ κ̂ ′i,g ◦ q̂i,g.
Drugi in cˇetrti cˇlen najprej razpisˇemo
(ii+ iv) = q̂ ∗i+1,g ◦∆k̂
′
g ◦ κ̂i,g ◦∆k̂
∗
g ◦ q̂i+1,g + q̂ ∗i+1,g ◦∆k̂g ◦ κ̂i,g ◦∆k̂
∗′
g ◦ q̂i+1,g
= q̂ ∗i,g ◦∆k̂
∗
g ◦∆k̂
′
g ◦ κ̂i,g ◦ q̂i,g + q̂ ∗i,g ◦ κ̂i,g ◦∆k̂
∗′
g ◦∆k̂g ◦ q̂i,g.
Produkt ∆k̂
∗
g ◦∆k̂
′
g in njegovo konjugirano obliko
∆k̂
∗′
g ◦∆k̂g(4.42)= −∆k̂
∗
g ◦∆k̂
′
g
nadomestimo z izrazom
∆k̂
∗
g ◦∆k̂
′
g =
1
2
q̂i,g ◦∆κ̂Gi+1 ◦ q̂ ∗i,g,
ki sledi iz zveze (5.88), ter poenostavimo zapis
(ii+ iv) = q̂ ∗i,g ◦
1
2
q̂i,g ◦∆κ̂Gi+1 ◦ q̂ ∗i,g ◦ κ̂i,g ◦ q̂i,g
− q̂ ∗i,g ◦ κ̂i,g ◦
1
2
q̂i,g ◦∆κ̂Gi+1 ◦ q̂ ∗i,g ◦ q̂i,g
=
1
2
∆κ̂Gi+1 ◦ κ̂i,Gi −
1
2
κ̂i,Gi ◦∆κ̂Gi+1 .
Zadnja dva cˇlena izraza (5.89) razbijemo na dva dela tako, da uposˇtevamo ‘aditiven’ zapis ukrivljenosti
κ̂i+1,Gi+1 (5.86) in dobimo
(v + vi) =
1
2
∆κ̂Gi+1 ◦ κ̂i+1,Gi+1
(
q̂i+1,g
)− 1
2
κ̂i+1,Gi+1
(
q̂i+1,g
) ◦∆κ̂Gi+1
+
1
2
κ̂i,Gi ◦ κ̂i+1,Gi+1
(
q̂i+1,g
)− 1
2
κ̂i+1,Gi+1
(
q̂i+1,g
) ◦ κ̂i,Gi
=
1
2
∆κ̂Gi+1 ◦ κ̂i+1,Gi+1
(
q̂i+1,g
)− 1
2
κ̂i+1,Gi+1
(
q̂i+1,g
) ◦∆κ̂Gi+1
+
1
2
κ̂i,Gi ◦ κ̂i,Gi
(
q̂i,g
)− 1
2
κ̂i,Gi
(
q̂i,g
) ◦ κ̂i,Gi
+
1
2
κ̂i,Gi ◦∆κ̂Gi+1 −
1
2
∆κ̂Gi+1 ◦ κ̂i,Gi .
V zadnji vrstici smo uposˇtevali sˇe ‘aditiven’ zapis ukrivljenosti κ̂i+1,Gi+1
(
q̂i+1,g
)
= κ̂i,Gi
(
q̂i,g
)
+
∆κ̂Gi+1 . Zadnja vrstica koncˇnega izraza (v + vi) se odsˇteje s cˇlenoma (ii+ iv). Odvod ukrivljenosti v
pomicˇni bazi κ̂ ′i+1,Gi+1 je enak vsoti prvih dveh vrstic koncˇnega izraza (v + vi) ter cˇlenov (i) in (iii):
κ̂ ′i+1,Gi+1 =
= q̂ ∗i+1,g ◦∆κ̂ ′g ◦ q̂i+1,g +
1
2
∆κ̂Gi+1 ◦ κ̂i+1,Gi+1
(
q̂i+1,g
)− 1
2
κ̂i+1,Gi+1
(
q̂i+1,g
) ◦∆κ̂Gi+1
+ q̂ ∗i,g ◦ κ̂ ′i,g ◦ q̂i,g +
1
2
κ̂i,Gi ◦ κ̂i,Gi
(
q̂i,g
)− 1
2
κ̂i,Gi
(
q̂i,g
) ◦ κ̂i,Gi .
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Dvakrat uporabimo enacˇbo (4.52) in dobimo preprosto zvezo
κ̂ ′i+1,Gi+1 = ∆κ̂
′
Gi+1 + κ̂
′
i,Gi . (5.90)
Tudi odvodi ukrivljenosti so v primernih pomicˇnih bazah ‘aditivni’! Popravek ukrivljenosti v trenutni
bazi izracˇunamo v skladu z enacˇbo (4.52)
∆κ̂ ′Gi+1 = q̂
∗
i+1,g ◦∆κ̂ ′g ◦ q̂i+1,g +
1
2
(
φR
(
κ̂Gi+1
(
q̂i+1,g
))− φL (κ̂Gi+1 (q̂i+1,g)))∆κ̂Gi+1 .
Drugi odvod rotacijskega kvaterniona, k̂′′i+1,g, izracˇunamo iz prvega odvoda ukrivljenosti, κ̂ ′Gi+1 . V
enacˇbi
κ̂ ′i+1,Gi+1 = q̂
∗
i+1,g ◦ κ̂ ′i+1,g ◦ q̂i+1,g +
1
2
(
φR
(
κ̂Gi+1
(
q̂i+1,g
))− φL (κ̂Gi+1 (q̂i+1,g))) κ̂i+1,Gi+1
κ̂ ′i+1,g nadomestimo z izrazom
κ̂ ′i+1,g = k̂
′′
i+1,g ◦ k̂
∗
i+1,g + 2k̂
′
i+1,g ◦ k̂
∗′
i+1,g
= k̂
′′
i+1,g ◦ k̂
∗
i+1,g − 2k̂
′
i+1,g ◦ k̂
∗
i+1,g ◦ k̂
′
i+1,g ◦ k̂
∗
i+1,g
= k̂
′′
i+1,g ◦ k̂
∗
i+1,g −
1
2
κ̂i+1,g ◦ κ̂i+1,g
in izpostavimo k̂
′′
i+1,g ter dobimo
k̂
′′
i+1,g =
1
2
κ̂i+1,g ◦ κ̂i+1,g ◦ k̂i+1,g + q̂i+1,g ◦ κ̂ ′i+1,Gi+1 ◦ q̂ ∗i+1,g ◦ k̂i+1,g
− q̂i+1,g ◦
1
2
[
φR
(
κ̂Gi+1
(
q̂i+1,g
))− φL (κ̂Gi+1 (q̂i+1,g))] κ̂i+1,Gi+1 ◦ q̂ ∗i+1,g ◦ k̂i+1,g.
Dobljeni izraz sˇe naprej preoblikujemo, dokler v njem ne nastopajo samo predhodno pripravljene koli-
cˇine, na primer
κ̂i+1,g ◦ κ̂i+1,g ◦ k̂i+1,g = 2k̂′i+1,g ◦ k̂
∗
i+1,g ◦ 2k̂
′
i+1,g ◦ k̂
∗
i+1,g ◦ k̂i+1,g
= k̂i+1,g ◦ κ̂i+1,Gi+1 ◦ κ̂i+1,Gi+1
in (
φR
(
κ̂Gi+1
(
q̂i+1,g
))− φL (κ̂Gi+1 (q̂i+1,g))) κ̂i+1,Gi+1
= κ̂i+1,Gi+1 ◦ κ̂i+1,Gi+1
(
q̂i+1,g
)− κ̂i+1,Gi+1 (q̂i+1,g) ◦ κ̂i+1,Gi+1
= κ̂i+1,Gi+1 ◦ κ̂i+1,Gi+1 − κ̂i+1,Gi+1 ◦ κ̂i+1,Gi+1
κ̂i+1,Gi+1 ◦ κ̂[0]G[0] − κ̂
[0]
G[0]
◦ κ̂i+1,Gi+1
=
[
φL
(
κ̂i+1,Gi+1
)− φR (κ̂i+1,Gi+1)] κ̂[0]G[0]
ter dobimo
k̂
′′
i+1,g =
1
2
k̂i+1,g ◦ κ̂i+1,Gi+1 ◦ κ̂i+1,Gi+1 + q̂i+1,g ◦ κ̂ ′i+1,Gi+1 ◦ q̂[0]∗g
− 1
2
q̂i+1,g ◦
[
φL
(
κ̂i+1,Gi+1
)− φR (κ̂i+1,Gi+1)] κ̂[0]G[0] ◦ q̂[0]∗g .
Zacˇetno ukrivljenost κ̂[0] v prvi pomicˇni bazi BG[0] izracˇunamo v skladu z enacˇbo (4.48, desno)
κ̂
[0]
G[0]
= 2q̂[0]∗g ◦ q̂[0]′g .
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5.4 Numericˇni testi
Predstavljeno metodo preverimo s primeri iz literature. Izbrani testi jasno kazˇejo na pravilnost formula-
cije in zmogljivosti implementacije, za katero velja, da
• poleg zacˇetne ravne lege lahko podajamo tudi zacˇetno upogibno in torzijsko ukrivljeno lego no-
silca;
• so dopusˇcˇeni poljubno veliki pomiki in zasuki vecˇji od 2pi;
• lahko natancˇnost analize povecˇujemo z vecˇanjem sˇtevila elementov in/ali z uporabo elementov
visˇjega reda.
Numericˇni rezultati so v celoti pridobljeni v programskem okolju Matlab [The MathWorks, 1999]. Pri
izracˇunih se omejujemo na linearno elasticˇni materialni model, kjer imata linearna operatorja CN in CM
iz enacˇb (6.51)–(6.52) v matricˇnem zapisu diagonalno matriko:
CN =
 EA1 0 00 GA2 0
0 0 GA3
γG = CNγG, (5.91)
CM =
 GJ1 0 00 EJ2 0
0 0 EJ3
κG = CMκG. (5.92)
E in G sta elasticˇni in strizˇni modul materiala; A1 je plosˇcˇina prereza nosilca; J1 je tezˇisˇcˇni torzijski
vztrajnostni moment prereza; A2 in A3 sta strizˇna prereza v smereh glavnih vztrajnostnih osi prereza ⇀G2
in
⇀
G3 s pripadajocˇima tezˇisˇcˇnima vztrajnostnima momentoma prereza J2 in J3.
Za namene primerjave z drugimi avtorji rezultate rotacijskih kvaternionov k̂g = k0 + k preracˇunamo v
rotacijske vektorje po formuli
ϑg = 2arccos (k0)
k
|k| . (5.93)
Osi koordinatnega sistema, ki ga dolocˇajo bazni vektorji referencˇne baze B z izhodisˇcˇem v tocˇki O,
oznacˇujemo z velikimi tiskanimi cˇrkami X , Y in Z.
Prikaz neobcˇutljivosti elementa na strizˇno blokiranje. Klasicˇni elementi kazˇejo podcenjene pomike,
kadar je strizˇni modul G zelo velik in kadar je visˇina prereza h zelo majhna v primerjavi z dolzˇino
koncˇnega elementa (L/h je veliko sˇtevilo). Formalno lahko za klasicˇne elemente resˇitev izrazimo v
odvisnosti od parametra GL2/Eh2 (glej [Bathe, 1996]), kar utemeljuje te tezˇave. Kadar je pri resˇevanju
enacˇb nosilca po metodi koncˇnih elementov kljub zgosˇcˇanju mrezˇe pomik sˇe naprej mocˇno podcenjen,
govorimo o strizˇnem blokiranju elementa. Za predstavljeni koncˇni element se resˇitev ne izrazˇa direktno
v odvisnosti od parametra GL2/Eh2, lahko pa numericˇno preverimo obcˇutljivost resˇitve v odvisnosti od
velikih vrednosti G in L/h.
Neobcˇutljivost predstavljene metode koncˇnih elementov na strizˇno blokiranje ilustriramo s standardnim
testom. Analiziramo ravno konzolo s precˇno tocˇkovno silo F = 1 v prostem krajisˇcˇu, kot prikazuje slika
5.2. Ostali podatki o konzoli so:
E = 107 G = 1013 L = 1 t = 0.1.
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Slika 5.2: Konzola s precˇno silo v prostem krajisˇcˇu
Figure 5.2: Cantilever under a free-end vertical force
Nerealno velik strizˇni modul G numericˇno dolocˇa nosilec, ki ni sposoben strizˇnega deformiranja. Ker
zmanjsˇevanje visˇine precˇnega prereza pri standardnih koncˇnih elementih hitreje privede do strizˇnega
blokiranja, visˇino h spreminjamo od (majhnih) 0.1 do (velikih vrednosti) 10. Konzolo modeliramo z
enim, s petimi in z desetimi kvadraticˇnimi elementi (ena notranja tocˇka). Rezultate pomikov prostega
krajisˇcˇa v precˇni smeri zaradi nazornosti normiramo z referencˇno vrednostjo uZ,ref (numericˇna resˇitev za
mrezˇo 100 elementov). Spreminjanje napake pomika uZ/uZ,ref v odvisnosti od strukturnega parametra
GL2/Eh2 za razlicˇno goste mrezˇe, ne = 1, 5, 10, prikazujemo graficˇno v logaritemskem merilu na sliki
5.3.
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Slika 5.3: Precˇni pomik prostega krajisˇcˇa v odvisnosti od parametra GL2/Eh2
Figure 5.3: Vertical displacement at the free-end vs parameter GL2/Eh2
Dobljeni rezultati so popolnoma neobcˇutljivi na spreminjanje strukturnega parametra za vse tri razlicˇno
goste mrezˇe koncˇnih elementov ter se z vecˇanjem sˇtevila elementov priblizˇujejo referencˇni resˇitvi. Na
sliki 5.4 podajamo primerjavo med nasˇo resˇitvijo, kjer nosilec modeliramo z enim elementom in resˇitvijo
s klasicˇnim Timosˇenkovim nosilcem, ki je osnovan na pomikih [Bathe, 1996]. Test torej kazˇe, da upora-
bljena numericˇna metoda nima strizˇnega blokiranja.
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Slika 5.4: Primerjava precˇnega pomika prostega krajisˇcˇa v odvisnosti od parametra GL2/Eh2 s
klasicˇnim Timosˇenkovim nosilcem s strizˇnim blokiranjem
Figure 5.4: Vertical displacement at the free-end vs parameter GL2/Eh2; comparison with the classical
Timoshenko beam with shear locking problem
Konzola z momentom. Vzemimo ravno konzolo dolzˇine L = 100 v smeri osi X in jo v prostem
krajisˇcˇu obremenimo s tocˇkovnim momentom MY , slika 5.5. Nosilec se zaradi obtezˇbe deformira v
ravnini (X,Z). Ostali materialni in geometrijski podatki so
E = 2.1 · 104 G = 1.05 · 104 A1 = 20 A2 = A3 = 16
J1 = 6.4566 J2 = 1.6667 J3 = 666.66.
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Slika 5.5: Konzola z momentom
Figure 5.5: Cantilever under free-end moment
V preglednici 5.2 primerjamo pomika in zasuk prostega krajisˇcˇa z analiticˇnimi resˇitvami [Saje, Srpcˇicˇ,
1986] za dva obtezˇna primera: MY = 1 (majhna obtezˇba) in MY = 100 (velika obtezˇba). V pr-
vem obtezˇnem primeru so pomiki in zasuki majhni, zato dosezˇemo dovolj dobro ujemanje z analiticˇno
resˇitvijo zˇe z izbiro enega elementa z dvema notranjima tocˇkama. V drugem obtezˇnem primeru so po-
miki in zasuki veliki, pa vseeno zˇe dva elementa iste stopnje zadosˇcˇata za dobro ujemanje numericˇne
resˇitve z analiticˇno.
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Preglednica 5.2: Pomiki in zasuki prostega krajisˇcˇa konzole z momentno obtezˇbo
Table 5.2: Free-end displacements and rotations of cantilever beam under free-end moment
ne N u1 u3 ϑ2
M2 = 1
1 1 0.00010 0.14286 0.00286
2 0.00014 0.14286 0.00286
2 1 0.00013 0.14286 0.00286
2 0.00014 0.14286 0.00286
tocˇna nelin. [Saje, Srpcˇicˇ, 1986] 0.00014 0.14286 0.00286
M2 = 100
1 1 1.01867 14.23718 0.28571
2 1.35507 14.18880 0.28571
2 1 1.27107 14.20086 0.28571
2 1.35501 14.18880 0.28571
tocˇna nelin. [Saje, Srpcˇicˇ, 1986] 1.35500 14.18880 0.28571
ne=sˇtevilo elementov, N=sˇtevilo notranjih kolokacijskih tocˇk.
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Slika 5.6: Zviti nosilec
Figure 5.6: Twisted beam
Zviti nosilec. Za prikaz sposobnosti metode, da uposˇteva zasukane prereze v zacˇetnem stanju, smo iz-
brali standardni test za metodo koncˇnih elementov MacNeala in Harderja (1985). Nosilec je enostransko
togo vpet, prosto krajisˇcˇe pa je obtezˇeno z enotsko silo v precˇnih smereh Y in Z, kot kazˇe slika 5.6.
Tezˇisˇcˇna os nosilca je ravna, pravokotni precˇni prerez pa se od zacˇetka do konca nosilca zasuka za kot
1
2pi tako, da se os rotacije ujema s tezˇisˇcˇno osjo nosilca in da se velikost kota v odvisnosti od naravnega
parametra x linearno spreminja od velikosti ϑ = 0 pri x = 0 do ϑ = 12pi pri x = L (slika 5.6). Tezˇisˇcˇna
os nosilca v zacˇetni legi ostaja ves cˇas pravokotna na ravnine precˇnih prerezov. Zupan in Saje (2004)
opozarjata, da taka zacˇetna geometrija nosilca pomeni, da so robovi nosilca v zacˇetni legi ukrivljeni. Za-
radi pravokotnega prereza locˇimo dva obtezˇna primera za dve precˇni smeri nosilca, zaradi zvitosti pa se
nosilec v obeh primerih deformira prostorsko in ne ravninsko. Ostali geometrijski in materialni podatki
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so:
h = 1.1 t = 0.32 L = 12 E = 29 · 106 G = 11.885 · 106.
Pomike prostega krajisˇcˇa v smeri obtezˇbe po linearni teoriji (le prvi korak Newtonove iteracije) pri-
merjamo s teoreticˇnimi rezultati MacNeala in Harderja (1985) in z analiticˇnimi resˇitvami, dobljenimi iz
linearizirane oblike enacˇb za prostorski nosilec po Reissner–Simovi teoriji nosilcev, glej preglednico 5.3.
ˇStevilo uporabljenih elementov je bistveno nizˇje od sˇtevila priporocˇenih elementov (12) s strani avtorjev
standardnega testa [MacNeal, Harder, 1985]. Numericˇni rezultati pomikov v prostem krajisˇcˇu nosilca
kazˇejo veliko natancˇnost rezultatov zˇe pri majhnem sˇtevilu elementov nizkega reda. Rezultati se ujemajo
z analiticˇnimi na dve nenicˇelni decimalni mesti zˇe z uporabo enega samega elementa s petimi notranjimi
kolokacijskimi tocˇkami ali z dvema elementoma s po dvema notranjima kolokacijskima tocˇkama. Za
ujemanje na sˇtiri znacˇilna decimalna mesta zadosˇcˇa en sam element s sedmimi notranjimi tocˇkami, dva
elementa s sˇtirimi internimi tocˇkami in sˇtirje elementi s po tremi internimi tocˇkami. Primerljivo tocˇne
resˇitve najdemo sˇe pri Zupanu in Sajetu (2004, 2006). Odstopanja od analiticˇne resˇitve pa najdemo pri
na primer Ibrahimbegovic´u in Freyu (1993), cˇeprav uporabita 12 in 24 elementov. Teoreticˇni rezultati
MacNeala in Harderja (1985) zaradi drugacˇne teorije nosilcev malenkostno odstopajo od predstavljene
analiticˇne in numericˇne resˇitve.
Preglednica 5.3: Pomiki prostega krajisˇcˇa po linearni teoriji za zviti nosilec
Table 5.3: Free-end displacements of twisted beam; linearized theory
F1 F2
ne N u2 u3 u2 u3
1 3 0.005005 0.001584 0.001431 0.001677
5 0.005427 0.001725 0.001725 0.001754
6 0.005430 0.001720 0.001719 0.001749
7 0.005429 0.001719 0.001719 0.001749
2 2 0.005428 0.001728 0.001655 0.001711
3 0.005426 0.001716 0.001714 0.001747
4 0.005429 0.001719 0.001719 0.001750
4 1 0.005480 0.001795 0.001795 0.001755
2 0.005429 0.001719 0.001715 0.001747
3 0.005429 0.001719 0.001719 0.001750
analiticˇno 0.005429 0.001719 0.001719 0.001750
teoreticˇno
[MacNeal, Harder, 1985] 0.005424 0.001754
ne=sˇtevilo elementov, N=sˇtevilo notranjih kolokacijskih tocˇk.
Bocˇna zvrnitev pravokotnega okvirja. S tem klasicˇnim primerom, ki ga je vpeljal zˇe Argyris in so-
delavci (1978) in so ga sˇtudirali tudi mnogi drugi, analiziramo prostolezˇecˇe podprt okvir oblike enako-
krakega pravokotnega trikotnika s prerezom v obliki ozkega pravokotnika. Geometrijske karakteristike
okvirja so prikazane na sliki 5.7. Preostale karakteristike okvirja, povzete po [Zupan, Saje, 2003], so:
J1 = 2.16 A1 = 18 E = 71240
J2 = 0.54 A2 = 21.6 G = 27191
J3 = 1350 A3 = 21.6 L = 240.
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Slika 5.7: Bocˇna zvrnitev pravokotnega okvirja
Figure 5.7: Lateral buckling of a right-angle frame
Kljub temu, da je zacˇetna geometrija skupaj z momentno obtezˇbo v podprtih vozlisˇcˇih popolnoma rav-
ninska, pa se zaradi izrazito visokega pravokotnega prereza ob narasˇcˇanju momentne obtezˇbe pri neki
kriticˇni vrednosti momenta, Mcr, zgodi izklon iz ravnine, imenovan bocˇna zvrnitev. Primer dokazuje
sposobnost metode, da zazna take vrste kriticˇnega stanja konstrukcije. Pojav bocˇne zvrnitve zaznamo s
singularnostjo tangentne matrike tako, da se pricˇakovani kriticˇni vrednosti momentne obtezˇbe postopno
priblizˇujemo. Upogibni moment Mcr smo dolocˇili za razlicˇno sˇtevilo elementov in razlicˇne stopnje ele-
mentov ter s tem pokazali ustrezno delovanje formulacije in racˇunalnisˇkega programa za razlicˇno goste
mrezˇe koncˇnih elementov.
Preglednica 5.4: Kriticˇni upogibni moment Mcr prostolezˇecˇe podprtega pravokotnega okvirja
Table 5.4: Critical moment Mcr of the simply supported right-angle frame
ne = 1 ne = 2 ne = 4 ne = 6 ne = 8 ne = 10
N = 1 ±622.00 ±622.00 ±622.00 ±622.20 ±622.20 ±622.20
N = 3 ±622.00 ±622.43 ±622.24 ±622.23 ±622.22
N = 5 ±622.19 ±622.22 ±622.22 ±622.22
N = 7 ±622.22 ±622.22
[Jelenic´, Saje, 1995] ±622.2
[Nour-Omid, Rankin, 1991] ±626.7
[Simo, Vu-Quoc, 1986] ±626
analiticˇna resˇitev [Timoshenko, Gere, 1961] ±622.21
ne=sˇtevilo elementov, N=sˇtevilo notranjih kolokacijskih tocˇk.
V preglednici 5.4 primerjamo numericˇne rezultate z analiticˇnimi iz [Timoshenko, Gere, 1961] ter z nu-
mericˇnimi rezultati drugih avtorjev. Na tri znacˇilna mesta natancˇno numericˇno resˇitev dobimo zˇe z enim
elementom nizke stopnje, vsekakor pa opazimo hitro konvergenco resˇitve ob vecˇanju stopnje elementa.
Popolnega ujemanja z analiticˇno resˇitvijo [Timoshenko, Gere, 1961] pa ne moremo pricˇakovati, ker ta
predvideva neskoncˇne vrednosti za obe strizˇni in za osno togosti ter za upogibno togost v ravnini kolena.
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Slika 5.8: Ukrivljena konzola
Figure 5.8: Cantilever 45◦ bend
Upogib ukrivljene konzole. Tudi ta primer, ki sta ga prva predstavila Bathe in Bolourchi (1979), sodi
med klasicˇne testne primere predvsem zato, ker vkljucˇuje vse mogocˇe oblike deformiranja nosilca: upo-
gib, strig, nateg in torzijo. Tezˇisˇcˇna os nosilca ima obliko osmine krozˇnega loka s polmerom 100. Nosilec
je enostransko togo vpet, prosto krajisˇcˇe pa je obtezˇeno s silo, ki kazˇe ven iz ravnine. Locˇimo dva obtezˇna
primera: F je 300 in 600. Prerez je enotski kvadrat. Geometrija nosilca je predstavljena na sliki 5.8,
preostale geometrijske in materialne karakteristike pa so:
h = 1 t = 1 R = 100
E = 107 G = E/2.
Preglednica 5.5: Komponente r1, r2, r3 krajevnega vektorja prostega krajisˇcˇa pri upogibu ukrivljene
konzole
Table 5.5: Components r1, r2, r3 of the free-end position vector of the cantilever 45◦ bend under out-of-
plane force
F = 300 F = 600
formulacija r1 r2 r3 r1 r2 r3
raven, N = 1 22.286 58.786 40.238 15.765 47.168 53.566
raven, N = 3 22.275 58.782 40.156 15.738 47.150 53.433
ukrivljen, N = 1 22.242 58.785 40.277 15.688 47.173 53.608
ukrivljen, N = 3 22.245 58.779 40.192 15.685 47.150 53.475
[Bathe, Bolourchi, 1979] 22.5 59.2 39.5 15.9 47.2 53.4
[Simo, Vu-Quoc, 1986] 22.33 58.84 40.08 15.79 47.23 53.37
[Cardona, Ge´radin, 1988] 22.14 58.64 40.35 15.55 47.04 53.50
[Crivelli, Felippa, 1993] 22.31 58.85 40.08 15.75 47.25 53.37
[Zupan, Saje, 2003] 22.28 58.78 40.16 15.74 47.15 53.43
sˇtevilo elementov=8, N=sˇtevilo notranjih kolokacijskih tocˇk.
Analiticˇne resˇitve ni na voljo, zato rezultate primerjamo z numericˇnimi resˇitvami drugih avtorjev. V pre-
glednici 5.5 prikazujemo primerjave krajevnih vektorjev prostega krajisˇcˇa. Vecˇina avtorjev je problem
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modelirala z osmimi ravnimi elementi, zato so primerjave rezultatov opravljene za mrezˇo osmih elemen-
tov. Za primerjavo problem modeliramo sˇe z osmimi ukrivljenimi elementi. Obtezˇbo v prvem obtezˇnem
primeru nanasˇamo v sˇestih, v drugem pa v dvanajstih enako velikih obtezˇnih korakih. Zahtevano na-
tancˇnost za zakljucˇek Newtonove iteracije je εNew = 10−7. Rezultati razlicˇnih avtorjev predstavljeni
v preglednici 5.5 so primerljivi z nasˇimi rezultati. Rezultati izracˇunani z mrezˇo osmih ravnih elemen-
tov s tremi internimi tocˇkami se popolnoma ujemajo z rezultati iz [Zupan, Saje, 2003]. Med ravno in
ukrivljeno modeliranimi nosilci ne opazimo vecˇjih razlik: pri vecˇji obtezˇbi so razlike rezultatov komaj
opazne, za manjsˇo obtezˇbo pa so razlike rahlo vecˇje.
Preglednica 5.6: Primerjava pomikov prostega krajisˇcˇa v odvisnosti od sˇtevila korakov nalaganja obtezˇbe
za primer ukrivljene konzole
Table 5.6: Cantilever 45◦ bend: free-end displacements as a function of the number of load steps
sˇtevilo korakov korakov u1 u2 u3
4 13.55148 -23.56059 53.43333
11 13.55149 -23.56057 53.43333
50 13.55149 -23.56057 53.43333
Prav ta primer Jelenic´ in Crisfield (1999a) uporabita za numericˇno testiranje odvisnosti od poti, lahko pa
sluzˇi sˇe za primerjavo konvergencˇnega polmera metod razlicˇnih avtorjev. V [Jelenic´, Crisfield, 1999a]
najdemo primerjavo odvisnosti od poti in potrebno sˇtevilo korakov nalaganja obtezˇbe za drugi (vecˇji)
obtezˇni primer; primerjava vkljucˇuje sˇtevilne koncˇne elemente za staticˇno analizo prostorskih nosilcev,
vecˇini pomiki in rotacijski vektorji pomenijo osnovne spremenljivke problema, rotacije pa parametrizi-
rajo z rotacijskim vektorjem. Primerjane metode za izracˇun rezultata potrebujejo tri korake nalaganja
obtezˇbe. Za primerjavo izberemo mrezˇo osmih ravnih elementov s tremi internimi tocˇkami. Konver-
genco dosezˇemo pri obtezˇevanju najmanj s sˇtirimi enako velikimi obtezˇnimi koraki. V tabeli 5.6 prika-
zujemo rezultate pomikov ob obtezˇevanju konstrukcije s sˇtirimi, enajstimi in petdesetimi enako velikimi
obtezˇnimi koraki. Primerjava nakazuje, da koncˇni pomiki niso bistveno odvisni od sˇtevila in velikosti
obtezˇnih korakov. Glede na to, da lahko Jelenic´ in Saje (1995), z metodo ki je osnovana na interpolaciji
zgolj rotacijskih vektorjev ter Zupan in Saje (2003) z metodo, ki je osnovana na interpolaciji deforma-
cijskih kolicˇin, obtezˇbo nalozˇita v enem samem koraku lahko sklepamo, da izbira osnovnih neznank
bistveno vpliva na konvergencˇni polmer metode.
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Slika 5.9: Konzola, upognjena v spiralo
Figure 5.9: Cantilever bent to the helical form
Konzola, upognjena v spiralo. Zadnji primer dokazuje sposobnost pricˇujocˇe formulacije in sˇe posebej
kvaternionske parametrizacije za primere, ko velikost zasukov pri deformaciji nosilca bistveno presega
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Slika 5.10: Koncˇna deformirana oblika konzole, upognjene v spiralo
Figure 5.10: Cantilever: deformed shape at the final load step

2
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
-2
-1
0
1
2
3
4
Slika 5.11: Konzola, upognjena v spiralo: odvisnost pomik-sila
Figure 5.11: Load-displacement curve for the helical beam
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2pi, poleg tega pa se rotacije spreminjajo izrazito ciklicˇno. Primer ravne konzole, ki jo z momentom in
s silo iz ravnine navijemo v spiralo, je prvi predstavil Ibrahimbegovic´ (1997). Geometrija konzole je
prikazana na sliki 5.9, preostali geometrijski in materialni podatki pa so:
GA2 = GA3 = EA1 = 104 L = 10
EJ2 = EJ3 = GJ1 = 102.
Obtezˇni primer vsebuje socˇasno nalaganje sile F = 50λ in momenta M = 200piλ, λ ∈ [0, 1], v 1000
enakomernih korakih. Rezultat takega obtezˇevanja je konzola, upognjena v spiralo, ki jo sestavlja deset
obrocˇev; oblika tezˇisˇcˇne osi pri polni obtezˇbi λ = 1 je prikazana na sliki 5.10. Pomembno je poudariti,
da je nosilec pri polni obtezˇbi upognjen v smeri, ki je nasprotna smeri obtezˇne sile F .
Rezultati so dobljeni z mrezˇo 25 elementov s sedmimi notranjimi kolokacijskimi tocˇkami. Pomiki pro-
stega krajisˇcˇa v smeri obtezˇne sile u2 v odvisnosti od obtezˇnega faktorja λ so prikazani na sliki 5.11
in se ujemajo z rezultati iz [Ibrahimbegovic´, 1997]. S tem smo pokazali, da kombinacija kvaternion-
ske parametrizacije rotacij in predlagane numericˇne metode za resˇevanje enacˇb prostorskega nosilca po
Reissner–Simovi teoriji omogocˇa analizo konstrukcij, pri katerih se razvijejo veliki zasuki z izrazitimi
oscilacijami.
6 Enacˇbe prostorskega nosilca za dinamiko
V tem poglavju enacˇbe prostorskega nosilca za staticˇno analizo, predstavljene v poglavju 5.1, razsˇirimo
na dinamicˇno analizo. Izpeljavo izvedemo v vektorski parametrizaciji rotacij, po primerjavi dobljenih
enacˇb z drugimi avtorji pa enacˇbe preoblikujemo v kvaternionsko obliko in taksˇne tudi resˇujemo.
Oblika vecˇine enacˇb prostorskega nosilca za dinamiko je formalno enaka enacˇbam prostorskega nosilca
za statiko, dodana pa je odvisnost od cˇasa. Dinamicˇno ravnotezˇje telesa dolocˇata izreka o gibalni in
vrtilni kolicˇini, ki zahtevata, da je vsota vseh zunanjih sil enaka odvodu gibalne kolicˇine po cˇasu in da je
vsota vseh momentov zunanjih sil enaka odvodu vrtilne kolicˇine po cˇasu:∑ ⇀
F =
·
⇀
K (6.1)∑
⇀rO ×
⇀
F +
∑ ⇀
MO =
·
⇀
LO. (6.2)
⇀
K je gibalna kolicˇina in ⇀LO je vrtilna kolicˇina. Vrtilno kolicˇino in moment smo zapisali glede na iz-
hodisˇcˇe referencˇnega koordinatnega sistema O. Ker sta levi strani enacˇb staticˇnega (5.1)–(5.2) in di-
namicˇnega (6.1)–(6.2) ravnotezˇja enaki, se v tem poglavju osredotocˇimo na izpeljavo gibalne in vrtilne
kolicˇine in njunega odvoda po cˇasu.
6.1 Gibalna kolicˇina in njen odvod po cˇasu
Gibalna kolicˇina je integral produkta mase in hitrosti delca po obmocˇju nosilca
⇀
K (t) =
∫
V
ρ
·
⇀rD(x, ξ2, ξ3, t) dV. (6.3)
Hitrost delca dobimo z odvajanjem (2.2) po cˇasu
·
⇀rD (x, ξ2, ξ3, t) =
·
⇀r0 (x) +
·
⇀u (x, t) +
·
R (x, t)⇀ρDr (ξ2, ξ3) (6.4)
=
·
⇀r (x, t) + ΩR (x, t)⇀ρDr (ξ2, ξ3) .
Ko jo vstavimo v (6.3), dobimo
⇀
K (t) =
∫
V
ρ
( ·
⇀r (x, t) + ΩR (x, t)⇀ρDr (ξ2, ξ3)
)
dV. (6.5)
Uporabimo razcep vektorja ⇀ρDr v referencˇni bazi, glej poglavje 3,
⇀ρDr (ξ2, ξ3) = ξ2
⇀g2 + ξ3
⇀g3, (6.6)
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in integral po volumnu nosilca nadomestimo z integraloma po dolzˇini nosilca [0, L] in po povrsˇini prereza
Ar. Uposˇtevamo sˇe, da predstavlja os nosilca krivuljo, ki povezuje tezˇisˇcˇa precˇnih prerezov in da sta zato
staticˇna momenta prereza glede na tezˇisˇcˇe prereza enaka nicˇ:∫
Ar
ξ2 dA = 0,
∫
Ar
ξ3 dA = 0.
Drugi cˇlen integrala (6.5) je tako nicˇ, saj se v njem pojavijo staticˇni momenti:∫
V
ρΩR (x, t)⇀ρDr (ξ2, ξ3) dV
=
L∫
0
ρΩR (x, t)
∫
Ar
ξ2dA
⇀g2 +
∫
Ar
ξ3dA
⇀g3
 dx = 0.
Prvi cˇlen izraza (6.5) je od ξ2 in ξ3 neodvisen, zato lahko pripadajocˇi integral po Ar izvrednotimo in
dobimo preprosti integralski enacˇbi za gibalno kolicˇino in njen odvod:
⇀
K (t) =
L∫
0
ρAr
·
⇀r (x, t) dx, (6.7)
·
⇀
K (t) =
L∫
0
ρAr
··
⇀r (x, t) dx. (6.8)
Uposˇtevali smo, da se pri izbrani parametrizaciji osi nosilca (naravni parameter osi nosilca v zacˇetni legi)
meje integracije [0, L] ne spreminjajo, zato je odvod integrala kar integral odvoda integranda.
Kadar potrebujemo gibalno kolicˇino le za del nosilca, na primer od levega krajisˇcˇa x = 0 do tocˇke x,
velja
⇀
K (x, t) =
x∫
0
ρAr
·
⇀r (ξ, t) dξ,
·
⇀
K (x, t) =
x∫
0
ρAr
··
⇀r (ξ, t) dξ.
6.2 Vrtilna kolicˇina in njen odvod po cˇasu
Vrtilna kolicˇina glede na izhodisˇcˇe referencˇnega koordinatnega sistema je integral vektorskega produkta
krajevnega vektorja in gibalne kolicˇine delca po obmocˇju nosilca
⇀
LO (t) =
∫
V
⇀rD (x, ξ2, ξ3, t)× ρ
·
⇀rD (x, ξ2, ξ3, t) dV.
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Uporabimo enacˇbi za krajevni vektor (2.2) in hitrost delca (6.4) in dobimo:
⇀
LO =
∫
V
(
⇀r +R⇀ρDr
)
× ρ
( ·
⇀r +ΩR⇀ρDr
)
dV. (6.9)
Zaradi vecˇje preglednosti zapisov smo opustili eksplicitni zapis odvisnosti od argumentov, zato sˇe enkrat
opomnimo, da so vse kolicˇine, razen ⇀ρDr , odvisne od cˇasa t. Uporabimo razcep vektorja ⇀ρDr v referencˇni
bazi (6.6), integral po volumnu nosilca nadomestimo z zaporednim integriranjem po dolzˇini nosilca [0, L]
in po povrsˇini prerezovA ter iz integrala po povrsˇini prerezov izlocˇimo kolicˇine, ki so neodvisne od lege
delca D v ravnini precˇnega prereza:
⇀
LO =
∫
V
(⇀r +R (ξ2
⇀g2 + ξ3
⇀g3))× ρ
( ·
⇀r +ΩR (ξ2
⇀g2 + ξ3
⇀g3)
)
dV
=
L∫
0
ρAr
⇀r × ·⇀rdx
+
L∫
0
ρ⇀r × ΩR⇀g2
∫
A
ξ2dA+ ρ
⇀r × ΩR⇀g3
∫
A
ξ3dA
 dx
+
L∫
0
ρR
⇀g2 × ·⇀r ∫
A
ξ2dA+
⇀g3 ×
·
⇀r
∫
A
ξ3dA
 dx
+
3∑
i=2
3∑
j=2
L∫
0
ρR⇀gi × ΩR⇀gj ∫
A
ξiξjdA
 dx.
Ker sta staticˇna momenta prereza glede na tezˇisˇcˇe prereza enaka nicˇ, so cˇleni tretje in cˇetrte vrstice
zgornje enacˇbe enaki nicˇ. Za preglednejsˇi zapis zadnje, pete vrstice vpeljemo ‘mehanske vztrajnostne
momente prereza’ z zacˇasno, nestandardno oznako
Iij =
∫
Ar
ρξiξj dA, i, j = 2, 3 (6.10)
in dobimo, da je vrtilna kolicˇina glede na tezˇisˇcˇe prereza enaka vsoti petih integralov vzdolzˇ tezˇisˇcˇne osi:
⇀
LO =
L∫
0
ρAr
⇀r × ·⇀rdx+
3∑
i=2
3∑
j=2
L∫
0
Iij (R
⇀gi × ΩR⇀gj) dx. (6.11)
Operator Ω lahko zapisˇemo kot vektorski produkt (3.21) in nato uporabimo znano pravilo o dvojnem
vektorskem produktu [Bronsˇtejn, Semendjajev, 1988, str. 610],
⇀a×
(
⇀
b×⇀c
)
=
⇀
b (⇀a ·⇀c)−⇀c
(
⇀a ·⇀b
)
, (6.12)
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ki velja za poljubne vektorje ⇀a,⇀b in ⇀c. Uposˇtevamo sˇe, da je tudi (R⇀g1, R⇀g2, R⇀g3) ortonormirana baza in
izpeljemo naslednji izraz za vrtilno kolicˇino v vektorski obliki
⇀
LO =
L∫
0
ρAr
⇀r × ·⇀rdx+
L∫
0
(I22 + I33)
⇀ωdx (6.13)
−
3∑
i=2
3∑
j=2
L∫
0
IijR
⇀gi (R
⇀gj · ⇀ω) dx.
V izreku o vrtilni kolicˇini nastopa odvod vrtilne kolicˇine po cˇasu, ki ga izpeljemo z direktnim odvajanjem
izraza za vrtilno kolicˇino (6.9):
·
⇀
LO =
∫
V
[( ·
⇀r +ΩR⇀ρDr
)
× ρ
( ·
⇀r +ΩR⇀ρDr
)
(6.14)
+
(
⇀r +R⇀ρDr
)
× ρ
( ··
⇀r + (ΩR)· ⇀ρDr
)]
dV.
Uposˇtevali smo, da se pri izbrani parametrizaciji nosilca (naravni parameter osi nosilca v zacˇetni legi,
referencˇni prerez) meje integracije [0, L]×Ar ne spreminjajo, zato je odvod integrala kar integral odvoda
integranda. Prva vrstica izraza (6.14) vsebuje vektorski produkt enakih vektorjev in je zato enaka nicˇ, v
drugi vrstici pa uposˇtevamo (ΩR)· =
·
ΩR+ΩΩR in izraz za
·
⇀
LO razbijemo na vecˇ cˇlenov:
·
⇀
LO =
∫
V
ρ⇀r × ··⇀rdV (i) (6.15)
+
∫
V
ρ⇀r × ·ΩR⇀ρDr dV (ii)
+
∫
V
ρ⇀r × ΩΩR⇀ρDr dV (iii)
+
∫
V
ρR⇀ρDr ×
··
⇀rdV (iv)
+
∫
V
ρR⇀ρDr ×
·
ΩR⇀ρDr dV (v)
+
∫
V
ρR⇀ρDr × ΩΩR⇀ρDr dV. (vi)
ˇClene obravnavamo locˇeno. Ponovno uporabimo razcep ⇀ρDr po baznih vektorjih referencˇne baze (6.6) in
integral po volumnu nosilca nadomestimo z integraloma po obmocˇju [0, L] × Ar. Uposˇtevamo, da sta
staticˇna momenta glede na tezˇisˇcˇe prereza enaka nicˇ. Edina kolicˇina, ki je odvisna od ξ2 in ξ3, je ⇀ρr, zato
lahko vse ostale kolicˇine izpostavimo iz integralskega znaka integracije po prerezu Ar. Prvi cˇlen izraza
(6.15) je neodvisen od ξ2 in ξ3, zato lahko integral po Ar izvrednotimo in dobimo
(i) =
L∫
0
ρAr
(
⇀r × ··⇀r
)
dx.
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V drugem (ii), tretjem (iii) in cˇetrtem (iv) cˇlenu izraza (6.15) nastopa ⇀ρr le linearno, zato se v cˇlenih
pojavijo staticˇni momenti, ki so enaki nicˇ:
(ii) =
L∫
0
ρ⇀r × ·ΩR
∫
Ar
ξ2dA
⇀g2 +
∫
Ar
ξ3dA
⇀g3
 dx = 0,
(iii) =
L∫
0
ρ⇀r × ΩΩR
∫
Ar
ξ2dA
⇀g2 +
∫
Ar
ξ3dA
⇀g3
 dx = 0,
(iv) = −
L∫
0
··
⇀r × ρR⇀ρDr dV
= −
L∫
0
··
⇀r × ρR
∫
Ar
ξ2dA
⇀g2 +
∫
Ar
ξ3dA
⇀g3
 dx = 0.
Pri spremembi zapisa petega cˇlena izraza (6.15) uporabimo antisimetricˇnost operatorja ·Ω, ki ga lahko
zato zapisˇemo s pripadajocˇim osnim vektorjem ·⇀ω:
·
Ω⇀a =
·
⇀ω ×⇀a
in pravilo o dvojnem vektorskem produktu (6.12). Iz uporabe razcepa (6.6) sledi
R⇀ρr = ξ2R
⇀g2 + ξ3R
⇀g3,
R⇀ρr ·R⇀ρr = ξ22 + ξ23 .
Ponovno uporabimo pomozˇno oznako Iij (6.10) in izraz (v) preuredimo v vektorsko obliko:
(v) =
L∫
0
(I22 + I33)
·
⇀ωdx
−
L∫
0
R⇀g2
(
I22
·
⇀ω ·R⇀g2 + I23
·
⇀ω ·R⇀g3
)
dx
−
L∫
0
R⇀g3
(
I23
·
⇀ω ·R⇀g2 + I33
·
⇀ω ·R⇀g3
)
dx.
V sˇestem cˇlenu izraza (6.15) najprej uporabimo prirejeno pravilo o dvojnem vektorskem produktu
⇀a×
(
⇀
b×
(
⇀c× ⇀d
))
=
⇀
b
(
⇀a ·
(
⇀c× ⇀d
))
−
(
⇀c× ⇀d
)(
⇀a ·⇀b
)
,
ki velja za poljubne vektorje ⇀a,⇀b, ⇀c in ⇀d, nato pa ob uposˇtevanju razcepa (6.6) iz
⇀ω ×R⇀ρr = ξ2⇀ω ×R⇀g2 + ξ3⇀ω ×R⇀g3
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izpeljemo vektorsko obliko izraza (iv):
(iv) = −
L∫
0
(⇀ω ·R⇀g2) [I22 (⇀ω ×R⇀g2) + I23 (⇀ω ×R⇀g3)] dx
−
L∫
0
(⇀ω ·R⇀g3) [I23 (⇀ω ×R⇀g2) + I33 (⇀ω ×R⇀g3)] dx.
Sedaj lahko zapisˇemo odvod vrtilne kolicˇine v splosˇni vektorski obliki
·
⇀
LO =
L∫
0
ρAr
(
⇀r × ··⇀r
)
dx+
L∫
0
(I22 + I33)
·
⇀ωdx
−
L∫
0
R⇀g2
[
I22
( ·
⇀ω ·R⇀g2
)
+ I23
( ·
⇀ω ·R⇀g3
)]
dx
−
L∫
0
R⇀g3
([
I23
( ·
⇀ω ·R⇀g2
)
+ I33
( ·
⇀ω ·R⇀g3
)])
dx (6.16)
−
L∫
0
(⇀ω ·R⇀g2) [I22 (⇀ω ×R⇀g2) + I23 (⇀ω ×R⇀g3)] dx
−
L∫
0
(⇀ω ·R⇀g3) [I23 (⇀ω ×R⇀g2) + I33 (⇀ω ×R⇀g3)] dx.
Izraz (6.16) za
·
⇀
LO zˇelimo zapisati tudi v matricˇni obliki, saj pricˇakujemo krajsˇi in preglednejsˇi zapis. V
ta namen vektorske kolicˇine zapisˇemo v referencˇni bazi (⇀g1,⇀g2,⇀g3):
⇀r = r1
⇀g1 + r2
⇀g2 + r3
⇀g3,
R⇀g2 =
⇀
G2 = G12
⇀g1 +G22
⇀g2 +G32
⇀g3,
R⇀g3 =
⇀
G3 = G13
⇀g1 +G23
⇀g2 +G33
⇀g3,
⇀ω = ω1
⇀g1 + ω2
⇀g2 + ω3
⇀g3,
·
⇀ω = ·ω1
⇀g1 +
·
ω2
⇀g2 +
·
ω3
⇀g3
oziroma v zapisu s stolpci
rg =
 r1r2
r3

ωg =
 ω1ω2
ω3
 ·ωg =
 ·ω1·ω2
·
ω3
 , (6.17)
G2g =
 G12G22
G32
 G3g =
 G13G23
G33
 .
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Opomba 13 Za poljuben vektor⇀a z zapisom ag =
[
a1 a2 a3
]T
v referencˇni bazi velja, da je njegov
odvod⇀a ′ po x v referencˇni bazi enolicˇno dolocˇen z odvodi komponent: a′g =
[
a′1 a′2 a′3
]T
. Podobno
je odvod po cˇasu ·⇀a dolocˇen s stolpcem ·ag =
[ ·
a1
·
a2
·
a3
]T
. Zato je izbira zapisa parcialnega odvoda
·
⇀ω v referencˇni bazi s parcialnimi odvodi komponent povsem ustrezna. Iz istih razlogov je vektor ⇀r ′
dolocˇen s stolpcem r′g =
[
r′1 r′2 r′3
]T in vektor ··⇀u s stolpcem ··ug = [ ··u1 ··u2 ··u3 ]T . Tak zapis pa
ni ustrezen v primeru zapisa vektorja glede na pomicˇno bazo, glej (4.51) in (4.53).
Zapis operatorja R s pripadajocˇo matriko R v referencˇni bazi (⇀g1,⇀g2,⇀g3) zˇe poznamo:
R =
 G11 G12 G13G21 G22 G23
G31 G32 G33
 .
Delovanje operatorja R na referencˇni ravnini lahko opisˇemo z ‘reducirano’ pravokotno matriko
RA =
 G12 G13G22 G23
G32 G33
 . (6.18)
V matricˇne enacˇbe vpeljemo tudi standarden zapis matrike mehanskih vztrajnostnih momentov (glej
[Crisfield, 1997] ali [Saje, 1994])
J =
 J11 J12 J13J21 J22 J23
J31 J32 J33
 (6.19)
s komponentami
Jii =
∫
V
ρ
(
ξ2j + ξ
2
k
)
dV (6.20)
Jij = −
∫
V
ρξiξj dV = Jji, (6.21)
za paroma razlicˇne i, j, k = 1, 2, 3. Oznaka ‘V ’ pod integralskim znakom pomeni integracijo po obmocˇju
V , ki ga zavzemajo vse tocˇke telesa v zacˇetni legi. V primeru nosilcev imamo opravka samo z rav-
ninskimi mehanskimi vztrajnostnimi momenti. Mehanski vztrajnostni moment telesa je definiran z in-
tegracijo po obmocˇju nedeformiranega telesa (6.20)–(6.21), v teoriji nosilcev pa nastopa vztraj-nostni
moment prereza, ki je dvorazsezˇen objekt. Za izracˇun vztrajnostnih momentov prereza vzamemo okoli
izbranega x obmocˇje nosilca, dolocˇenega z odsekom [x− dx2 , x+ dx2 ] in izracˇunamo tezˇisˇcˇni vztraj-
nostni moment telesa, ki ga dolocˇa vektor ⇀rD0 (x, ξ2, ξ3), kjer parametri (x, ξ2, ξ3) pretecˇejo obmocˇje[
x− dx2 , x+ dx2
] × Ar. V limiti dx → 0 dobimo pripadajocˇi mehanski vztrajnostni moment prereza.
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Posebej si oglejmo mehanske vztrajnostne momente (6.21) za i = 1:
Jj1 = J1j =
∫
Vr
ρξjξ1 dV =
∫
Ar
ρ
ξj lim
dx→0
x+dx/2∫
x−dx/2
ξ1dξ1
 dA
=
∫
Ar
ρ
(
ξj lim
dx→0
[
ξ21
2
]x+dx/2
x−dx/2
)
dA
=
∫
Ar
ρ
(
ξj lim
dx→0
(x+ dx/2)2 − (x− dx/2)2
2
)
dA
=
∫
Ar
ρξj lim
dx→0
(x · dx) dA = 0, (6.22)
za j = 2, 3, torej so mehanski vztrajnostni momenti J21, J31, J12, J13 enaki nicˇ. Oglejmo si sˇe diago-
nalne cˇlene matrike (6.19), na primer cˇlen J22:
J22 =
∫
Vr
ρ
(
ξ21 + ξ
2
3
)
dV =
∫
Ar
ρ
 lim
dx→0
x+dx/2∫
x−dx/2
ξ21dξ1
 dA+ ∫
V(x)r
ρ ξ23dV (6.23)
=
∫
Ar
ρ lim
dx→0
(
2x2dx+
dx3
4
dx
)
dA+
∫
Vr
ρ ξ23dV = 0 + I33.
Analogno izpeljemo
J33 = I22.
Vztrajnostni moment J11 imenujemo polarni ali torzijski vztrajnostni moment precˇnega prereza in ga
zato oznacˇujemo z Jp.
Jp = J11
in izracˇunamo kot
J11 =
∫
V
ρ
(
ξ22 + ξ
2
3
)
= I22 + I33.
Zunajdiagonalne cˇlene matrike mehanskih vztrajnostnih momentov J , Jij za i 6= j, imenujemo devia-
cijski vztrajnostni momenti prereza. Zaradi lastnosti (6.22) dobi standardna matrika mehanskih vztrajno-
stnih momentov blocˇno-diagonalno obliko
J=
 J11 0 00 J22 J23
0 J23 J33
 . (6.24)
Za lazˇjo izpeljavo vpeljemo sˇe pomozˇno reducirano matriko vztrajnostnih momentov, ki jo po lastnosti
(6.23) povezˇemo tudi s standardnimi vztrajnostnimi momenti:
IA =
[
I22 I23
I23 I33
]
=
[
J33 −J23
−J23 J22
]
.
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Spomnimo se tudi matrike Ωg, ki pripada antisimetricˇnemu operatorju Ω v referencˇni bazi
Ωg=
 0 −ω3 ω2ω3 0 −ω1
−ω2 ω1 0
 . (6.25)
Tako imamo vse pripravljeno, da enacˇbi (6.13) in (6.16) za vrtilno kolicˇino in njen odvod zapisˇemo v
matricˇni obliki:
LO =
L∫
0
[
ρArS (r)
·
ug + (I22 + I33)ωg −RAIARTAωg
]
dx (6.26)
·
LO =
L∫
0
[ρAr (rg × ··ug) + (I22 + I33) ·ωg] dx (6.27)
−
L∫
0
[
RAIAR
T
A
·
ωg +ΩgRAIARTAωg
]
dx.
Vrtilno kolicˇino in njen odvod smo zapisali v kompaktni matricˇni obliki, v kateri pa ne nastopa standardni
zapis matrike vztrajnostnih momentov (6.19), niti standardna rotacijska matrika. Podcˇrtana cˇlena v (6.26)
zdruzˇimo tako, da uposˇtevamo za (I22 + I33)ωg razsˇirjen zapis
R
 (I22 + I33) 0 00 (I22 + I33) 0
0 0 (I22 + I33)
RTωg,
prav tako pa smemo zadnji cˇlen −RAIARTAωg razsˇiriti do oblike, ki temelji na standardni rotacijski
matriki R
−R
 0 0 00 I33 −I23
0 −I23 I22
RTωg.
Po uposˇtevanju teh razsˇiritev v (6.26) se pojavi standardna matrika vztrajnostnih momentov (6.19), z
njo pa je standardni zapis vrtilne kolicˇine glede na koordinatno izhodisˇcˇe referencˇnega koordinatnega
sistema O tak
LO =
L∫
0
[
ρArrg× ·ug +RJRTωg
]
dx. (6.28)
Prvi cˇlen je posledica zapisa vrtilne kolicˇine glede na koordinatno izhodisˇcˇe O referencˇnega koordina-
tnega sistema.
Podobno izpeljemo tudi klasicˇni zapis odvoda vrtilne kolicˇine. Izhajamo iz zapisa (6.27), kjer prav tako
zdruzˇimo cˇlena (I22 + I33) ·ωg in −RAIARTA ·ωg v kompaktno obliko
RJRT
·
ωg.
Preostalemu cˇlenu −ΩgRAIARTAωg prisˇtejemo nicˇelni cˇlen Ωg (I22 + I33)ωg = (I22 + I33)ωg ×
ωg = 0, rezultat pa je standardni zapis odvoda vrtilne kolicˇine:
·
LO =
L∫
0
[
ρAr (rg × ··ug) +RJRT ·ωg +ΩgRJRTωg
]
dx. (6.29)
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Opomba 14 Matrika vztrajnostnih momentov ima obliko (6.24) le v ortonormirani bazi, kjer je prvi
bazni vektor pravokoten na ravnino prereza in ima koordinatni sistem izhodisˇcˇe v tezˇisˇcˇu prereza. Za
referencˇni prerez Ar je ustrezna baza referencˇna baza prostora (⇀g1,⇀g2,⇀g3), medtem ko je za prereze
A (x, t) deformiranega nosilca, ki jih dobimo iz referencˇnega prereza z rotacijoR (x, t) : Ar → A (x, t),
ustrezna lokalna baza, ki je pripeta na prerez z izhodisˇcˇem na tezˇisˇcˇni osi; ta`ko bazo smo zˇe vpeljali pod
imenom pomicˇna baza(
⇀
G1 (x, t) ,
⇀
G2 (x, t) ,
⇀
G3 (x, t)
)
= (R (x, t)⇀g1, R (x, t)
⇀g2, R (x, t)
⇀g3) .
Ker velja predpostavka o nespremenljivosti prerezov, imata Ar in A (x, t) v omenjenih bazah enako
matriko mehanskih vztrajnostnih momentov
Jg (Ar) = JG(x,t) (A (x, t)) ,
kar velja za poljubna x ∈ [0, L] in t ≥ 0. V izrazih (6.28)–(6.29) nastopa konstantna matrika J mehan-
skih vztrajnostnih momentov referencˇnega prereza Ar zapisana glede na bazo Bg: J = Jg (Ar); toda
v enacˇbi nastopa kompozitumu matrik RJRT , kar pa v tem primeru ne predstavlja koordinatne trans-
formacije, temvecˇ ‘rotacijo’ matrike J (mehanske vztrajnostne momente prereza Ar transformiramo v
mehanske vztrajnostne momente zavrtenega prerezaA (x, t)). Na ta nacˇin dobimo matriko vztrajnostnih
momentov prereza A (x, t), ki pa je sˇe vedno zapisana v bazi Bg:
Jg (A (x, t)) = RJRT .
Enacˇbo (6.28) bi torej lahko zapisali
LO =
L∫
0
[ρArrg× ·ug + Jg (A (x, t))ωg] dx,
kjer se Jg spreminja s cˇasom in v splosˇnem nima oblike (6.24).
Kadar potrebujemo vrtilno kolicˇino in njen odvod le za del nosilca od ξ = 0 do x, lahko zapisˇemo
LO (x, t) =
x∫
0
[
ρArrg (ξ, t)× ·ug (ξ, t) +R (ξ, t)JRT (ξ, t)ωg (ξ, t)
]
dξ
·
LO (x, t) =
x∫
0
ρAr (rg (ξ, t)× ··ug (ξ, t)) dξ
+
x∫
0
[
R (ξ, t)JRT (ξ, t) ·ωg (ξ, t)
+ Ωg (ξ, t)R (ξ, t)JRT (ξ, t)ωg (ξ, t)
]
dξ.
6.3 Dopolnitev enacˇb prostorskega nosilca za dinamiko
Vse enacˇbe in robne ter zacˇetne pogoje za prostorski nosilec moramo zapisati v obliki, primerni za
dinamiko. Izhajamo iz enacˇb, ki smo jih pripravili v poglavju 6.
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Enacˇbe, ki povezujejo kinematicˇne in deformacijske kolicˇine (5.11)–(5.12). Te enacˇbe ostanejo ne-
spremenjene, le kolicˇine so odvisne tudi od cˇasa t. Tako je
r′g (x, t) = R (x, t) (γG (x, t)− cG (x, t)) (6.30)
ϑ′g (x, t) = T
−1 (ϑg (x, t))R (κG (x, t)− dG (x, t)) (6.31)
rg (x, t) = rg (0, t) +
x∫
0
R (ξ, t) (γG (ξ, t)− cG (ξ, t)) dξ (6.32)
ϑg (x, t) = ϑg (0, t) +
x∫
0
T−1 (ϑg (ξ, t)) (κG (ξ, t)− dG (ξ, t)) dξ. (6.33)
Variacijski konstanti (glede na relativno variacijo) ⇀c in ⇀d sta v splosˇnem funkciji x in t. ⇀c dolocˇa zacˇetno
osno in strizˇno deformacijo nosilca, ⇀d pa zacˇetno torzijsko in upogibno deformacijo nosilca. Zacˇetnim
deformacijam ne pripadajo napetosti. Pri zapisu v materialni bazi postanejo njune komponente cG in dG
neodvisne od deformacij in s tem od cˇasa, saj sta njuni relativni variaciji nicˇ:
(δ⇀c)rel =
⇀
0 in
(
δ
⇀
d
)
rel
=
⇀
0,
sˇe vedno pa ostajata odvisni od x. Dolocˇimo ju iz znanega zacˇetnega nedeformiranega stanja z enacˇbama
(6.30)–(6.31):
⇀c (x, 0) = ⇀γ (x, 0)−⇀r ′ (x, 0) = −⇀r ′ (x, 0) =
3∑
i=1
ci (x, 0)
⇀
Gi (x, 0)
⇀
d (x, 0) = ⇀κ (x, 0)− T (x, 0) ⇀ϑ ′ (x, 0) = −T (x, 0) ⇀ϑ ′ (x, 0) =
3∑
i=1
di (x, 0)
⇀
Gi (x, 0)
cG (x, t) = cG (x, 0) =
 c1 (x, 0)c2 (x, 0)
c3 (x, 0)
 in dG (x, t) = dG (x, 0) =
 d1 (x, 0)d2 (x, 0)
d3 (x, 0)
 . (6.34)
V primeru ravnega nosilca, modeliranega z ravno tezˇisˇcˇno osjo in s precˇnimi prerezi, pravokotnimi na os
nosilca, sta variacijski konstanti v pomicˇni bazi enaki
cG (x, t) =
 −10
0
 in dG (x, t) =
 00
0
 .
Materialne enacˇbe. Za operatorja CN in CM predpostavimo, da nista neposredni funkciji cˇasa. S tem se
omejimo na cˇasovno neodvisne materiale. Sta pa eksplicitno odvisna od deformacij, ki so funkcije cˇasa.
Zato sta tudi materialna operatorja CN in CM posredni funkciji cˇasa:
NCG (x, t) = CN (γG (x, t) ,κG (x, t)) (6.35)
MCG (x, t) = CM (γG (x, t) ,κG (x, t)) . (6.36)
Dinamicˇne ravnotezˇne enacˇbe. Pri enacˇbah dinamicˇnega ravnotezˇja ne izhajamo iz enacˇb (5.3) in (5.4)
staticˇnega ravnotezˇja, temvecˇ jih izpeljemo samostojno. Izhajamo iz izrekov o gibalni in vrtilni kolicˇini
(6.1) in (6.2).
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6.3.1 Izrek o gibalni kolicˇini na delu nosilca
Izrek o gibalni kolicˇini (6.1) uporabimo na delu nosilca dolzˇine dx s tezˇisˇcˇem v tocˇki x (slika 6.1); pri
tem uposˇtevamo enacˇbo (6.8) na delu nosilca za izrazˇavo odvoda gibalne kolicˇine po cˇasu:
− ⇀N
(
x− dx
2
, t
)
+
x+dx/2∫
x−dx/2
⇀n (ξ, t) dξ +
⇀
N
(
x+
dx
2
, t
)
=
x+dx/2∫
x−dx/2
ρAr
··
⇀r (ξ, t) dξ.
Ker sta funkciji znotraj integralov zvezni funkciji x, ju lahko v skladu z izrekom o povprecˇni vrednosti
nadomestimo s produktom dolzˇine integracijskega obmocˇja in vrednosti integranda v neki vmesni tocˇki
µ ∈ (x− dx2 , x+ dx2 )
x+dx/2∫
x−dx/2
⇀n (ξ, t) dξ = ⇀n (µ, t) dx
x+dx/2∫
x−dx/2
ρAr
··
⇀u (ξ, t) dξ = ρAr
··
⇀r (µ, t) dx.
V splosˇnem gre za razlicˇni tocˇki, vendar obe brez sˇkode za splosˇnost izpeljave formalno oznacˇimo z µ.
Enacˇbe dinamicˇnega ravnotezˇja preuredimo v obliko
⇀n (µ, t) = −
⇀
N
(
x+ dx2 , t
)− ⇀N (x− dx2 , t)
dx
+ ρAr
··
⇀r (µ, t) .
N x dx/ ,t( 2 )
M x dx/ ,t( 2 )
m ,t( )
n ,t( )
   x dx/ ,x dx/2 2
 M x dx/ ,t( 2 )
 N x dx/ ,t( 2 )
O
r
x
dx
/
,t
(
2
)

r x
dx/
,t
(
2 )

Slika 6.1: Obtezˇba na delu nosilca
Figure 6.1: Loading at infinitesimal part of a beam
V limiti, ko gre dx → 0, vsaka tocˇka z intervala (x− dx2 , x+ dx2 ) konvergira k x, torej tudi µ → x;
tedaj se
⇀
N(x+ dx2 )−
⇀
N(x− dx2 )
dx priblizˇuje odvodu
⇀
N ′ (x, t). S tem smo iz izreka o gibalni kolicˇini dobili
diferencialno enacˇbo gibanja v tocˇki x, ki dolocˇa zveze med linijsko silo, rezultantno notranjo silo in
pospesˇkom
⇀n (x, t) = − ⇀N ′ (x, t) + ρAr
··
⇀r (x, t) . (6.37)
To enacˇbo imenujemo tudi translacijska diferencialna enacˇba gibanja.
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6.3.2 Izrek o vrtilni kolicˇini na delu nosilca
Izrek o vrtilni kolicˇini (6.2), uporabljen na delu nosilca dolzˇine dx glede na izhodisˇcˇe referencˇnega
koordinatnega sistema O, dobi obliko (slika 6.1)
− ⇀M
(
x− dx
2
, t
)
+
x+dx/2∫
x−dx/2
⇀m (ξ, t) dξ +
⇀
M
(
x+
dx
2
, t
)
−⇀r
(
x− dx
2
, t
)
× ⇀N
(
x− dx
2
, t
)
+⇀r
(
x+
dx
2
, t
)
× ⇀N
(
x+
dx
2
, t
)
+
x+dx/2∫
x−dx/2
⇀r (ξ, t)×⇀n (ξ, t) dξ (6.38)
=
x+dx/2∫
x−dx/2
[
ρAr
(
⇀r (ξ, t)× ··⇀r (ξ, t)
)
+R (ξ, t) JR∗ (ξ, t)
·
⇀ω (ξ, t)
+ Ω (ξ, t)R (ξ, t) JR∗ (ξ, t)⇀ω (ξ, t)
]
dξ.
R∗ je hermitsko adjungirano preslikavo k preslikavi R. Hermitsko adjungirana preslikava A∗ k neki
zvezni linearni preslikavi A : V → V , kjer je V tri- ali sˇtirirazsezˇen realen vektorski prostor, V ∈{
IR3, IR4
}
, je zvezna linearna preslikava
A∗ : V → V
A∗⇀y = ⇀y∗,
kjer za vektor ⇀y∗ velja:
(A⇀x) · ⇀y = ⇀x · ⇀y∗, za vsak ⇀x ∈ V.
ˇCe v neki bazi preslikavi A pripada matrika A, potem hermitsko adjungirani preslikavi A∗ v isti bazi
pripada transponirana matrika AT . Vecˇ o hermitsko adjungiranih preslikavah, definiranih na splosˇnejsˇih
vektorskih prostorih nad obsegom realnih ali kompleksnih sˇtevil najdemo v Krizˇanicˇ, 1993.
Na desni strani enacˇaja v enacˇbi (6.38) smo uposˇtevali odvod vrtilne kolicˇine (6.29) za del nosilca dolzˇine
dx. Operator kotne hitrosti Ω in njegov osni vektor ⇀ω smo spoznali zˇe v poglavju 4. Drugo vrstico zgornje
enacˇbe razsˇirimo v zapis
+
(
⇀r (x, t)−⇀r
(
x− dx
2
, t
))
× ⇀N
(
x− dx
2
, t
)
+
(
⇀r
(
x+
dx
2
, t
)
−⇀r (x, t)
)
× ⇀N
(
x+
dx
2
, t
)
+⇀r (x, t)×
(
⇀
N
(
x+
dx
2
, t
)
− ⇀N
(
x− dx
2
, t
))
,
uporabimo izrek o srednji vrednosti za zvezne funkcije, s katerim integrale nadomestimo s produktom
dolzˇine integracijskega obmocˇja in vrednostjo integranda v neki vmesni tocˇki µ ∈ (x− dx2 , x+ dx2 )
(ponovno smo uporabili eno samo oznako µ za razlicˇne neznane vrednosti parametra tezˇisˇcˇne osi z
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intervala
(
x− dx2 , x+ dx2
)), enacˇbo delimo z dx, uredimo in dobimo
⇀m (µ, t) = −
⇀
M
(
x+ dx2
)− ⇀M (x− dx2 )
dx
(6.39)
− 1
2
(
⇀r
(
x+ dx2
)−⇀r (x))× ⇀N (x+ dx2 )
dx
2
− 1
2
(
⇀r (x)−⇀r (x− dx2 ))× ⇀N (x− dx2 )
dx
2
−
⇀r (x, t)×
(
⇀
N
(
x+ dx2 , t
)− ⇀N (x− dx2 , t))
dx
−⇀r (µ, t)×⇀n (µ, t)
+ ρAr
(
⇀r (µ, t)× ··⇀r (µ, t)
)
+R (µ, t) JR∗ (µ, t)
·
⇀ω (µ, t)
+ Ω (µ, t)R (µ, t) JR∗ (µ, t)⇀ω (µ, t) .
V limiti, ko gre dx → 0, vsaka tocˇka z intervala (x− dx2 , x+ dx2 ) konvergira k x, torej tudi µ → x.
Tako lahko izracˇunamo limite diferenc v zgornji enacˇbi in dobimo
⇀m (x, t) = − ⇀M ′ (x, t)−⇀r ′ (x, t)× ⇀N (x, t)−⇀r (x, t)× ⇀N ′ (x, t)−⇀r (x, t)×⇀n (x, t)
+ ρAr
(
⇀r (x, t)× ··⇀r (x, t)
)
+R (x, t) JR∗ (x, t)
·
⇀ω (x, t)
+ Ω (x, t)R (x, t) JR∗ (x, t)⇀ω (x, t) .
ˇCe tretji in cˇetrti cˇlen enacˇbe z uporabo (6.37) zapisˇemo drugacˇe, vidimo, da se odsˇtejeta s petim cˇlenom.
Tako zavzame izrek o vrtilni kolicˇini za nosilec obliko diferencialne enacˇbe, ki dolocˇa zveze med linijsko
momentno obtezˇbo, rezultantnim notranjim momentom ter kotno hitrostjo in pospesˇkom:
⇀m (x, t) = − ⇀M ′ (x, t)−⇀r ′ (x, t)× ⇀N (x, t) (6.40)
+R (x, t) JR∗ (x, t)
·
⇀ω (x, t) + Ω (x, t)R (x, t) JR∗ (x, t)⇀ω (x, t) .
Enacˇbo (6.40) obicˇajno imenujemo rotacijska (momentna) diferencialna enacˇba gibanja nosilca.
Enacˇbe konsistence. Enacˇbe konsistence pri staticˇni in dinamicˇni analizi zagotavljajo ravnotezˇje v
prerezu, to je enakost ravnotezˇnih in konstitucijskih sil ter ravnotezˇnih in konstitucijskih momentov.
Oblika enacˇb ni odvisna od vrste analize (statika, dinamika), glej enacˇbi (5.16) in (5.17):
RNCG (x, t)−N g (x, t) = 0, (6.41)
RMCG (x, t)−M g (x, t) = 0. (6.42)
Bistveni robni pogoji. Naboru enacˇb dodamo sˇe bistvene robne pogoje za pomike in zasuke v krajisˇcˇih
nosilca
⇀r (0, t) = ⇀r0 (t) ⇀r (L, t) = ⇀rL (t) (6.43)
⇀
ϑ (0, t) =
⇀
ϑ0 (t)
⇀
ϑ (L, t) =
⇀
ϑL (t) , (6.44)
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kjer so ⇀r0 (t), ⇀rL (t), ⇀ϑ0 (t) in ⇀ϑL (t) znane funkcije cˇasa. Zapis odvisnosti od cˇasa bomo praviloma
opusˇcˇali.
Naravni robni pogoji. Pripadajocˇi naravni robni pogoji so ravnotezˇni pogoji v obeh krajisˇcˇih:
h1 :
⇀
S (0, t) +
⇀
N (0, t) =
⇀
0 (6.45)
h2 :
⇀
P (0, t) +
⇀
M (0, t) =
⇀
0 (6.46)
h3 :
⇀
S (L, t)− ⇀N (L, t) =⇀0 (6.47)
h4 :
⇀
P (L, t)− ⇀M (L, t) =⇀0. (6.48)
Za zapis ravnotezˇne sile in ravnotezˇnega momenta v levem in desnem krajisˇcˇu nosilca v referencˇni
bazi vpeljemo naslednje oznake: N g (0, t) = N0g (t), M g (0, t) = M0g (t), N g (L, t) = NLg (t)
in M g (L, t) = MLg (t), za zunanje tocˇkovne obtezˇbe pa: Sg (0, t) = S0g (t), Sg (L, t) = SLg (t),
P g (0, t) = P 0g (t), P g (L, t) = P
L
g (t). Pogosto v zapisu opustimo tudi eksplicitni zapis odvisnosti od
cˇasa.
Zacˇetni pogoji. Zacˇetni pogoji dolocˇajo zacˇetno lego in zacˇetno hitrost tocˇk nosilca pri cˇasu t = 0.
Zacˇetno lego opisˇemo enako kot pri staticˇnem problemu, to je
• s tezˇisˇcˇno krivuljo Γ[0] (glej poglavje 2.1), ki jo dolocˇa podana vektorska funkcija ⇀r[0] (x), parame-
trizirana z naravnim parametrom x ∈ [0, L],
• z danim prerezom nosilca Ar in
• z mnozˇico rotacij R[0] (x) , ki jo dolocˇajo dani rotacijski vektorji ⇀ϑ (x, 0).
V primeru ravne zacˇetne tezˇisˇcˇne osi zadosˇcˇa, da zacˇetno lego podamo le s krajisˇcˇnima tocˇkama in s
precˇnim prerezom nosilca. Enacˇbi gibanja (6.37) in (6.40) sta diferencialni enacˇbi drugega reda po cˇasu.
Zato moramo poleg zacˇetne lege podati sˇe zacˇetno hitrost oziroma prvi odvod po cˇasu pri t = 0.
Zacˇetno lego in hitrost nosilca dolocˇajo dane vektorske funkcije
⇀r (x, 0) = ⇀r[0] (x)
·
⇀r (x, 0) =
·
⇀r[0] (x) (6.49)
⇀
ϑ (x, 0) =
⇀
ϑ[0] (x)
·
⇀
ϑ (x, 0) =
·
⇀
ϑ[0] (x) . (6.50)
Obicˇajno je namesto zacˇetnega odvoda rotacijskega vektorja
·
⇀
ϑ (x, 0) zacˇetni pogoj podan z znano zacˇet-
no kotno hitrostjo ⇀ω (x, 0) = ⇀ω[0] (x), kar je formalno povsem enakovredno, saj sta obe kolicˇini povezani
z enacˇbo ⇀ω (x, 0) = T
(
⇀
ϑ (x, 0)
) ·
⇀
ϑ (x, 0), glej [Zupan, 2003].
Enacˇbe (6.30)–(6.31), (6.35)–(6.36), (6.37), (6.40) in (6.41)–(6.42) skupaj s pripadajocˇimi bistvenimi
(6.43)–(6.44) in naravnimi (6.45)–(6.48) robnimi pogoji ter zacˇetnimi pogoji (6.49)–(6.50) sestavljajo
sistem Euler-Lagrangevih enacˇb prostorskega nosilca za dinamiko po geometrijsko tocˇni Reissner-Simo-
vi teoriji prostorskih nosilcev. Zaradi pomembnosti in vecˇje preglednosti jih zapisˇimo v celoti sˇe v
matricˇnem zapisu.
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Enacˇbe:
f1 :N g = RN
C
G, (6.51)
f2 :M g = RM
C
G, (6.52)
f3 : r
′
g = R (γG − cG) (6.53)
f4 : ϑ
′
g = T
−1 (ϑg)R (κG − dG) (6.54)
f5 : ng = −N ′g + ρAr ··rg (6.55)
f6 :mg = −M ′g +N g × r′g +RJRT ·ωg +ΩgRJRTωg (6.56)
f7 :N
C
G = CN (γG,κG) (6.57)
f8 :M
C
G = CM (γG,κG) . (6.58)
Bistveni robni pogoji:
rg (0, t) = r0g (t) rg (L, t) = r
L
g (t) (6.59)
ϑg (0, t) = ϑ0g (t) ϑg (L, t) = ϑ
L
g (t) . (6.60)
Naravni robni pogoji:
h1 : S0g +N
0
g = 0 h2 : P
0
g +M
0
g = 0 (6.61)
h3 : SLg −NLg = 0 h4 : P Lg −MLg = 0. (6.62)
Zacˇetni pogoji:
rg (x, 0) = r[0]g (x)
·
rg (x, 0) =
·
r[0]g (x) (6.63)
ϑg (x, 0) = ϑ[0]g (x)
·
ϑg (x, 0) =
·
ϑ[0]g (x) . (6.64)
6.4 Kvaternionska oblika enacˇb
Enacˇbi (6.51)–(6.53) lahko preoblikujemo v kvaternionski zapis direktno z uporabo enakosti (4.30),
ki delovanje rotacijske matrike nadomesti s kvaternionskim mnozˇenjem z rotacijskim kvaternionom.
Oblika enacˇb (6.55) in (6.57)–(6.58) ostane nespremenjena, saj rotacija v njih nastopa kot posredna
kolicˇina. Preostali enacˇbi zahtevata vecˇ dela. Enacˇbo (6.54), ki povezuje ϑg in njen odvod ϑ′g z ukrivlje-
nostjo κg, moramo nadomestiti z enacˇbo, ki povezuje rotacijski kvaternion q̂ s kvaternionom ukrivljeno-
sti κ̂g (4.47). Enacˇba zavzame v pomicˇni bazi obliko
q̂′g =
1
2
q̂ ◦
(
κ̂G − d̂G
)
. (6.65)
Variacijska konstanta d̂G je cˇisti kvaternion, pomen vektorskega dela dG pa ostaja enak kot v (6.54). Pri
preoblikovanju enacˇbe (6.56) uposˇtevamo, da lahko vektorja kotne hitrosti in pospesˇka nadomestimo s
kvaternionoma kotne hitrosti in pospesˇka iz enacˇb (4.44) in (4.49) in da delovanje rotacijske matrike R
nadomestimo z mnozˇenjem z rotacijskima kvaternionoma v skladu z enacˇbo (4.30).
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Enacˇbe (6.51)–(6.58), v katerih so rotacije parametrizirane z rotacijskim vektorjem, imajo v kvaternion-
ski parametrizaciji rotacij obliko:
f1 :
[
q̂ ◦ N̂CG ◦ q̂ ∗
]
IR3
−N g = 0 (6.66)
f̂2 : q̂ ◦ M̂
C
G ◦ q̂ ∗ − M̂ g = 0̂ (6.67)
f3 : r
′
g − [q̂ ◦ (γ̂G − ĉG) ◦ q̂ ∗]IR3 = 0 (6.68)
f̂4 : 2q̂
∗ ◦ q̂ ′ −
(
κ̂G − d̂G
)
= 0̂ (6.69)
f5 :N
′
g + ng − ρAr ··rg = 0 (6.70)
f̂6 : M̂
′
g + m̂g − Ŝ
(
N̂ g
)
r̂ ′g − q̂ ◦
(
Ĵ
(
q̂ ∗ ◦ ·ω̂g ◦ q̂
))
◦ q̂ ∗ (6.71)
− Ω̂g
(
q̂ ◦
(
Ĵ (q̂ ∗ ◦ ω̂g ◦ q̂)
)
◦ q̂ ∗
)
= 0̂
f7 :N
C
G − CN (γG,κG) = 0 (6.72)
f8 :M
C
G − CM (γG,κG) = 0. (6.73)
Vse funkcijske kolicˇine so odvisne od naravnega parametra x in od cˇasa t. Zapisi pripadajocˇih naravnih
robnih pogojev (6.61)–(6.62) ostanejo nespremenjeni. Prav tako ostanejo nespremenjeni tisti pripadajocˇi
bistveni robni in zacˇetni pogoji, ki so vezani na krajevni vektor, torej (6.59) in (6.63), medtem ko moramo
preostale sˇe izraziti z rotacijskimi kvaternioni. Pripadajocˇa bistvena robna pogoja sta tako
q̂g (0, t) = cos
∣∣ϑ0g (t)∣∣
2
+ ϑ0g (t) sin
∣∣ϑ0g (t)∣∣
2
(6.74)
q̂g (L, t) = cos
∣∣ϑLg (t)∣∣
2
+ ϑLg (t) sin
∣∣ϑLg (t)∣∣
2
, (6.75)
zacˇetna pogoja pa
q̂g (x, 0) = cos
∣∣∣ϑ[0]g (x)∣∣∣
2
+ ϑ[0]g (x) sin
∣∣∣ϑ[0]g (x)∣∣∣
2
(6.76)
·
q̂g (x, 0) =
1
2
ω̂g (x, 0) ◦ q̂g (x, 0) , za ωg (x, 0) = T
(
ϑ[0]g (x)
) ·
ϑ[0]g (x) . (6.77)
Ker je obicˇajno namesto ·ϑg (x, 0) =
·
ϑ
[0]
g (x) podan zacˇetni pogoj ω̂g (x, 0) = ω[0]g (x) , je
·
q̂g (x, 0) sˇe
lazˇje izraziti:
·
q̂g (x, 0) =
1
2
ω[0]g (x) ◦ q̂g (x, 0) .
Podobno kot pri staticˇnih kvaternionskih enacˇbah smo tudi pri dinamiki nekatere trikomponentne vek-
torske enacˇbe razsˇirili v sˇtirikomponentne kvaternionske enacˇbe.
6.4.1 Osnovne neznanke
Za osnovne neznanke problema smo izbrali pomike in rotacijske kvaternione od zacˇetne do trenutne
lege. V izpeljanih enacˇbah (6.66)–(6.73) in v pripadajocˇih robnih pogojih (6.61)–(6.62) nastopajo kra-
jevni vektorji tezˇisˇcˇne osi nosilca v poljubni legi ⇀r (x, t) in rotacijski kvaternioni q̂ (x, t), ki pripadajo
rotacijam precˇnih prerezov od referencˇnega prereza Ar do trenutnega prereza A (x, t), vsi z zapisom v
referencˇni bazi. Pomike tezˇisˇcˇne osi od zacˇetne do trenutne lege smo oznacˇili z ⇀u (x, t), rotacijo prere-
zov iz zacˇetne lege do trenutne lege pa z Z (x, t), glej poglavje 3 in sliko 2.1. Rotacijski kvaternion, ki
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pripada rotaciji Z (x, t) , smo oznacˇili s k̂ (x, t). Krajevni vektor ⇀r (x, t) in rotacijski kvaternion q̂ (x, t)
lahko v referencˇni bazi zapisˇemo v obliki
rg (x, t) = r[0]g (x) + ug (x, t) (6.78)
q̂ (x, t) = k̂g (x, t) ◦ q̂[0] (x) . (6.79)
Njuni odvodi so
r′g = r
[0]′
g + u
′
g
·
rg =
·
r[0]g +
·
ug
··
rg =
··
r[0]g +
··
ug
q̂ ′g = k̂
′
g ◦ q̂[0] + k̂g ◦ q̂[0]′
·
q̂g =
·
k̂g ◦ q̂[0] + k̂g ◦
·
q̂[0]g
··
q̂g =
··
k̂g ◦ q̂[0] + 2
·
k̂g ◦
·
q̂[0]g + k̂g ◦
··
q̂[0]g .
Medtem ko sta ·r[0]g in
·
q̂[0]g podana kot zacˇetna pogoja, glej (6.63) in (6.77), pa vrednosti drugih odvodov
··
r
[0]
g in
··
q̂[0]g oziroma
·
ω̂[0]g ne podajamo, niti jih ne izracˇunavamo z odvajanjem ·r[0]g in
·
q̂[0]g . Ker mora biti
nosilec v vsakem trenutku v uravnotezˇenem stanju moramo druge odvode v zacˇetnem stanju izracˇunati
iz ravnotezˇnih enacˇb (6.70) in (6.71). Odvodi rotacijskih kvaternionov nastopajo v ukrivljenosti, v kotni
hitrosti in v kotnem pospesˇku:
κ̂G = 2q̂ ∗g ◦ q̂ ′g = 2q̂[0]∗ ◦ k̂
∗
g ◦
(
k̂
′
g ◦ q̂[0] + k̂g ◦ q̂[0]′
)
= 2q̂[0]∗ ◦ k̂ ∗g ◦ k̂
′
g ◦ q̂[0] + 2q̂[0]∗ ◦ q̂[0]′ (6.80)
ω̂g = 2
·
q̂g ◦ q̂ ∗g = 2
( ·
k̂g ◦ q̂[0] + k̂g ◦
·
q̂[0]g
)
◦ q̂[0]∗ ◦ k̂∗g
= 2
·
k̂g ◦ k̂ ∗g + k̂g ◦
·
q̂[0]g ◦ q̂[0]∗ ◦ k̂
∗
g
·
ω̂g = 2
··
q̂g ◦ q̂ ∗g + 2
·
q̂g ◦
·
q̂ ∗g
= 2
( ··
k̂g ◦ q̂[0] + 2
·
k̂g ◦
·
q̂[0]g + k̂g ◦
··
q̂[0]g
)
◦ q̂[0]∗ ◦ k̂ ∗g
+ 2
( ·
k̂g ◦ q̂[0] + k̂g ◦
·
q̂[0]g
)
◦
( ·
k̂g ◦ q̂[0] + k̂g ◦
·
q̂[0]g
) ∗
.
Ukrivljenost smo izrazili v pomicˇni bazi, ker v taki obliki nastopa v enacˇbi (6.69).
Opomba 15 V izrazih za rotacijski kvaternion q̂ in njegovih odvodov v odvisnosti od k̂ smo za kompo-
nentni zapis slednjega glede na referencˇno bazo zacˇeli dosledno uporabljati indeks baze, saj referencˇna
baza ni ena od baz, ki dolocˇa kvaternion k̂ oziroma pripadajocˇo rotacijo Z. Tako ima k̂ v referencˇni
bazi Bg drugacˇen zapis kot v trenutni spremenljivi bazi BG; ima pa enaka zapisa v zacˇetni in trenutni
spremenljivi bazi, k̂G[0] = k̂G = k̂. Pri ukrivljenosti izrazˇeni v pomicˇni bazi zato produkt 2k̂
∗
g ◦ k̂
′
g ni
enak ukrivljenosti v pomicˇni bazi, ki ga dolocˇa kvaternion k̂, saj je ta enak
κ̂G
(
k̂
)
= q̂ ∗g ◦
(
2k̂
′
g ◦ k̂
∗
g
)
◦ q̂g
= q̂[0]∗ ◦ k̂ ∗g ◦ 2k̂
′
g ◦ k̂
∗
g ◦ k̂g ◦ q̂[0]
= q̂[0]∗ ◦ k̂ ∗g ◦ 2k̂
′
g ◦ q̂[0].
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Natancˇno ta cˇlen se pojavi v (6.80). Po enakem razmisleku je produkt 2q̂[0]∗ ◦ q̂[0]′ enak ukrivljenosti, ki
jo povzrocˇa zacˇetna rotacija glede na zacˇetno materialno bazo BG[0]
κ̂G[0]
(
q̂[0]
)
= q̂[0]∗g ◦
(
2q̂[0]′g ◦ q̂[0]∗g
)
◦ q̂[0]g
= 2q̂[0]∗g ◦ q̂[0]′g ,
zato lahko κ̂G zapisˇemo preprosteje
κ̂G (q̂) = κ̂G
(
k̂
)
+ κ̂G[0]
(
q̂[0]
)
in imenujemo ‘aditivnost’ ukrivljenosti. Enacˇbo smo izpeljali in uporabljali zˇe v poglavju 5.3.6.
6.5 Uvod v numericˇno resˇevanje enacˇb
Robni problem, opisan s sistemom zveznih nelinearnih algebrajskih parcialnih diferencialnih vektorskih
enacˇb (6.66)–(6.73) z robnimi pogoji (6.45)–(6.48) in z zacˇetnimi pogoji (6.49), (6.76)–(6.77), je v
splosˇnem prezahteven, da bi ga lahko resˇili analiticˇno. Numericˇno resˇevanje opravimo v vecˇ korakih:
• redukcija sˇtevila enacˇb: namesto sistema vseh osmih algebrajskih parcialnih diferencialnih vektor-
skih enacˇb izberemo le dve glavni parcialni diferencialni enacˇbi, ki jima zadosˇcˇamo numericˇno,
preostale pa sluzˇijo kot pomozˇne enacˇbe, ki jih potrebujemo pri preoblikovanju glavnih in robnih
enacˇb; pomozˇne enacˇbe uporabimo v tocˇni, analiticˇni obliki;
• produktni nastavek: predpostavimo, da lahko resˇitev, ki je zvezna funkcija x in t, zapisˇemo kot
produkt dveh zveznih funkcij ene spremenljivke:
y (x, t) = yx(x) · yt(t) ;
• diskretizacija po kraju z interpolacijo: pri krajevnem faktorju resˇitve yx (x) predpostavimo obliko
resˇitve z vnaprej izbranimi interpolacijskimi nastavki Pi poljubnih stopenj
y (x, t) =
∑
i
Pi (x) · yit (t) ;
s tem prevedemo nalogo na iskanje resˇitev le v diskretnih interpolacijskih tocˇkah xi; s tem po-
staneta glavni enacˇbi navadni nelinearni diferencialni enacˇbi, robne enacˇbe pa navadne nelinearne
algebrajske enacˇbe;
• preoblikovanje robnih enacˇb: robne enacˇbe preoblikujemo do diferencialnih enacˇb, da se izo-
gnemo resˇevanju sistema algebrajsko-deferencialnih enacˇb, ki je numericˇno neugoden za resˇevanje;
• kolokacija: glavnima enacˇbama ne zadosˇcˇamo zvezno vzdolzˇ osi nosilca, temvecˇ samo v izbranih
kolokacijskih tocˇkah;
• cˇasovna integracija: izberemo numericˇno metodo za resˇevanje diferencialnih enacˇb po cˇasu, s
katero poisˇcˇemo diskretno resˇitev po cˇasu.
V naslednjih razdelkih so nasˇteti postopki podrobneje predstavljeni.
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6.6 Diskretizacija resˇitve in enacˇb
Pri dinamiki, kjer so neznanke funkcije dveh neodvisnih spremenljivk, nam interpolacija v produktni
obliki in diskretizacija resˇitve po x prinasˇata pomembni poenostavitvi. Posledica produktne oblike je, da
lahko resˇitev zapisˇemo kot produkt dveh funkcij ene spremenljivke
f (x, t) = yx(x) · yt(t) ,
s cˇimer dejansko locˇimo vpliva spremenljivk x in t. Posledica diskretizacije krajevno odvisnega dela
resˇitve yx (x) je, da zvezno funkcijo spremenljivke x nadomestimo z mnozˇico diskretnih parov
(
xi, f
i (t)
)
za f i (t) = f (xi, t) = yx (xi) · yt (t) in i = 0, 1, 2, ..., N + 1, skozi katere napeljemo interpolacijske
funkcije. Za diskretizacijske tocˇke xi ∈ [0, L] velja, da so urejene po velikosti, prva in zadnja tocˇka pa se
ujemata s krajisˇcˇema nosilca, x0 = 0 in xN+1 = L. Interpolacijske funkcije morajo biti dvakrat zvezno
odvedljive na intervalu [0, L] in morajo zadosˇcˇati interpolacijski lastnosti
Lp (xi) =
{
1,
0,
za i = p
za i 6= p .
Ob uposˇtevanju obeh poenostavitev so iskane priblizˇne resˇitve funkcije oblike
u˜g (x, t) =
N+1∑
p=0
upg (t)Lp (x)
˜̂
kg (x, t) =
N+1∑
p=0
k̂
p
g (t)Pp (x) . (6.81)
Vijuga nad oznako pomeni interpolirano resˇitev, Li (x) in Pi (x) pa so poljubne interpolacijske funkcije.
V splosˇnem ni ovir, da izberemo razlicˇne interpolacijske funkcije za pomike in za rotacijske kvaternione.
Z diskretizacijo pomikov in rotacij so dolocˇene tudi diskretizacije vseh drugih kolicˇin, ki so odvisne od
u˜g in
˜̂
kg, na primer
·˜·
ug (x, t) =
N+1∑
i=0
··
uig (t)Li (x) u˜
′
g (x, t) =
N+1∑
i=0
uig (t)L
′
i (x)
·˜
k̂g (x, t) =
N+1∑
i=0
·
k̂
i
g (t)Pi (x)
˜̂
kg
′
g (x, t) =
N+1∑
i=0
k̂
i
g (t)P
′
i (x)
·˜
q̂ (x, t) =
N+1∑
i=0
·
k̂
i
g (t)Pi (x) ◦ q̂0 +
N+1∑
i=0
k̂g,i (t)Pi (x) ◦
·
q̂0.
V nadaljevanju nimamo vecˇ opravka s tocˇnimi resˇitvami ug, k̂g, ampak le z njihovimi interpoliranimi
priblizˇki u˜g,
˜̂
kg; zato lahko vijugico nad oznakami brez sˇkode za jasnost oznak v nadaljevanju opustimo.
Po vpeljavi interpolacijskih nastavkov so neznane funkcije problema ui (t) in k̂g,i (t), kjer indeks i
pretecˇe vrednosti 0 do N + 1. Sistem sedmih zveznih parcialnih diferencialnih enacˇb 2. reda preide v
sistem 7 · (N + 2) navadnih diferencialnih enacˇb 2. reda, ki kljub opravljeni diskretizaciji po kraju v
splosˇnem ni analiticˇno resˇljiv.
Sistem zveznih enacˇb prevedemo na sistem diskretnih enacˇb enako kot pri statiki z metodo kolokacije,
cˇeprav je v analizah prostorskih nosilcev za dinamicˇno analizo konstrukcij sˇe nismo zasledili. Vnaprej si
izberemo diskretne kolokacijske tocˇke, v katerih glavnim enacˇbam zadosˇcˇamo numericˇno do zahtevane
natancˇnosti. Vrednosti resˇitev v ostalih tocˇkah tezˇisˇcˇne osi nosilca dolocˇimo naknadno z interpolacijo.
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Pri izbiri sˇtevila kolokacijskih tocˇk moramo uposˇtevati, da mora imeti koncˇen, diskreten sistem enacˇb
(diskreten po x) enako sˇtevilo diskretnih enacˇb kot neznank. Podoben sklep kot v poglavju 5.3.1 nas
privede do rezultata, da se mora sˇtevilo kolokacijskih tocˇk ujemati s sˇtevilom notranjih interpolacijskih
tocˇk; robne enacˇbe so izpolnjene v krajisˇcˇnih tocˇkah. Sledi, da mora biti sˇtevilo notranjih interpolacijskih
tocˇk enako sˇtevilu kolokacijskih tocˇk. Zato kolokacijske tocˇke izberemo tako, da so interpolacijske in
kolokacijske tocˇke poenotene. To je vsekakor ugodno za natancˇnost elementa, saj enacˇbam zadosˇcˇamo
ravno v tistih tocˇkah, v katerih imamo natancˇne diskretne resˇitve in ne njihovih interpoliranih vrednosti.
Interpolacijo pa sˇe vedno potrebujemo za racˇun kolicˇin v sredinski tocˇki x = L/2 in v tocˇkah numericˇne
integracije. Zaradi splosˇnosti in jasnosti besedila pa vendarle obdrzˇimo locˇevanje interpolacijskih in
kolokacijskih tocˇk tudi vnaprej.
6.7 Izbira osnovnih enacˇb in integracije po cˇasu
Za osnovni enacˇbi, ki jima numericˇno zadosˇcˇamo v kolokacijskih tocˇkah, izberemo sˇibko obliko enacˇb
konsistence, dobljene z odvajanjem enacˇb (6.66)–(6.67) po x. To nam omogocˇa, da lahko odvoda rav-
notezˇne sile in ravnotezˇnega momenta direktno izrazimo iz ravnotezˇnih enacˇb (6.70)–(6.71):
fk′1 :
[
q̂k′ ◦
(
N̂
c
G
)k ◦ q̂k∗ + q̂k ◦ (N̂ c′G)k ◦ q̂k∗ + q̂k ◦ (N̂ cG)k ◦ q̂k∗′]
IR3
−Nk′g = 0 (6.82)
f̂
k′
2 :
[
q̂k′ ◦
(
M̂
c
G
)k ◦ q̂k∗ + q̂k ◦ (M̂ c′G)k ◦ q̂k∗ + q̂k ◦ (M̂ cG)k ◦ q̂k∗′]
IR3
−Mk′g = 0, (6.83)
za k = 1, 2, ..., N . Oznaka [ ]IR3 pomeni vektorski del cˇistega kvaterniona (glej poglavje 4.2).
Za resˇevanje zacˇetnega problema sistema navadnih diferencialnih enacˇb je na voljo mnogo zˇe razvitih
sodobnih metod. V teoriji prostorskih nosilcev se najpogosteje uporabljajo sredinske metode (‘midpo-
int’) in metode druzˇine Newmark [Bathe, 1996], [Belytschko et al., 2000], redkeje pa metode druzˇine
Runge-Kutta [Evans, 1995], [Gerald, Wheatley, 1994], [Butcher, 1987]. Metode druzˇine Newmark se
v teoriji nosilcev uporabljajo v posplosˇeni obliki, ki uposˇteva neaditivno naravo rotacij, kot na primer v
[Bauchau, Theron, 1996], [Ibrahimbegovic´, al Mikdad, 1998], [Simo, Vu-Quoc, 1988], medtem ko so
metode Runge-Kutta razvite predvsem za integracije v linearnih prostorih. Posebej pomemben napre-
dek med metodami Runge-Kutta so v zadnjih desetletjih dozˇivele tiste, ki so namenjene resˇevanju togih
problemov [Hairer, Wanner, 1991] in predvsem te se izkazˇejo uspesˇne pri resˇevanju dinamicˇnih enacˇb
prostorskega nosilca.
V pricˇujocˇem delu se osredotocˇimo na uporabo obeh omenjenih pristopov. Sprva uporabimo metodo
Runge-Kutta za toge probleme, ki je s sodobnimi izboljsˇavami zˇe vgrajena v komercialni program Matlab
[The MathWorks, 1999], vendar pa ne uposˇteva nelinearne narave rotacij. V nadaljevanju pa uporabimo
tudi standardni pristop s posplosˇeno metodo Newmarka, kot sta jo predstavila Simo in Vu-Quoc (1988),
vendar prirejeno za rotacijski kvaternion in kvaternionske enacˇbe.
6.8 Naravni robni pogoji v diferencialni obliki
Pri diskretizaciji neznank in enacˇb s klasicˇnim pristopom postanejo robne enacˇbe del glavnih enacˇbe z
dodatkom zunanjih tocˇkovnih obtezˇb, zato vsebujejo tudi osnovne neznanke odvajane po cˇasu. Z upo-
rabo kolokacije ostanejo robne enacˇbe po diskretizaciji nespremenjene, torej algebrajske (6.45)–(6.48).
Zupan, E. 2010. Dinamika prostorskih nosilcev s kvaternionsko parametrizacijo rotacij 81
Doktorska disertacija. Ljubljana, UL, Fakulteta za gradbenisˇtvo in geodezijo, Konstrukcijska smer.
Enacˇbi ki dolocˇata ravnotezˇje desnega robu (6.47)–(6.48) lahko z vpeljavo NLg in MLg iz integrirane
oblike enacˇb (6.70)–(6.71)∫
f5 :N
L
g −N0g +
L∫
0
ngdx− ρAr
N+1∑
i=0
··
rig (t)
L∫
0
Li (x) dx = 0 (6.84)
∫
f̂6 : M̂
L
g − M̂
0
g +
L∫
0
m̂gdx−
L∫
0
Ŝ
(
N̂ g
)
r̂ ′gdx (6.85)
− 2
L∫
0
q̂ ◦
(
Ĵ
(
q̂ ∗ ◦ ··q̂g − q̂ ∗ ◦
·
q̂g ◦ q̂∗ ◦
·
q̂g
))
◦ q̂ ∗dx
−
L∫
0
Ŝ
( ·
q̂g ◦ q̂ ∗
)(
q̂ ◦
(
Ĵ
(
q̂ ∗ ◦ ·q̂g
))
◦ q̂ ∗
)
dx = 0̂
spremenimo v diferencialni enacˇbi po cˇasu. Tak pristop se izkazˇe primeren za staticˇno analizo nosil-
cev na primer v [Zupan, Saje, 2003], kjer silo in moment v levem krajisˇcˇu dodajo naboru neznank.
Ker prva dva robna pogoja ostaneta algebrajski enacˇbi po cˇasu, je sistem enacˇb sˇe vedno diferencialno-
algebrajski, kar vodi k numericˇno nestabilnemu postopku, saj vkljucˇuje singularno masno matriko. Vecˇ
o nacˇelih in tezˇavah resˇevanja diferencialno-algebrajskih sistemov enacˇb najdemo v [Hairer, Wanner,
1991], v pricˇujocˇem delu pa se jim izognemo tako, da algebrajske robne enacˇbe nadomestimo z ustre-
znimi enacˇbami, v katerih neznanke nastopajo odvajane tudi po cˇasu.
Krajisˇcˇni sili in momenta,N0,NL,M0 inML, izrazimo iz ravnotezˇnih enacˇb f5 in f6 tako, da enacˇbi
integriramo po obmocˇjih (0, L2 ) in (L2 , L). Silo in moment pri x = L2 , to je NL/2g in ML/2g , in silo N g
v momentnih enacˇbah pa izracˇunamo iz konstitucijskih enacˇb. S tem vse robne enacˇbe (6.45)–(6.48)
postanejo diferencialne enacˇbe po cˇasu:
h1 : Ŝ
0
+NL/2g +
L/2∫
0
ngdx−
L/2∫
0
ρAr
··
rgdx = 0 (6.86)
ĥ2 : P̂
0
+ M̂
L/2
g +
L/2∫
0
m̂gdx−
L/2∫
0
Ŝ
(
N̂ g
)
r̂ ′gdx (6.87)
−
L/2∫
0
q̂ ◦
(
Ĵ
(
q̂ ∗ ◦ ·ω̂g ◦ q̂
))
◦ q̂ ∗dx
−
L/2∫
0
Ω̂g
(
q̂ ◦
(
Ĵ ω̂G
)
◦ q̂ ∗
)
dx = 0̂
h3 : SL −NL/2g +
L∫
L/2
ngdx−
L∫
L/2
ρAr
··
rgdx = 0 (6.88)
ĥ4 : P̂
L − M̂L/2g +
L∫
L/2
m̂gdx−
L∫
L/2
Ŝ
(
N̂ g
)
r̂ ′gdx (6.89)
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−
L∫
L/2
q̂ ◦
(
Ĵ
(
q̂ ∗ ◦ ·ω̂g ◦ q̂
))
◦ q̂ ∗dx
−
L∫
L/2
Ω̂g
(
q̂ ◦
(
Ĵ ω̂G
)
◦ q̂ ∗
)
dx = 0̂.
7 Resˇevanje dinamicˇnih enacˇb z metodami druzˇine
Runge-Kutta
Metode druzˇine Runge-Kutta so najbolj razsˇirjene metode za resˇevanje zacˇetnega problema sistemov
navadnih diferencialnih enacˇb 1. reda. Osnove najdemo v mnogih ucˇbenikih numericˇne analize (na
primer [Evans, 1995], [Gerald, Wheatley, 1994]), vecˇ pa v specificˇnih publikacijah, ki se ukvarjajo
prav z resˇevanjem navadnih diferencialnih enacˇb [Butcher, 1987], [Hairer, Wanner, 1991]. Vecˇ metod te
druzˇine je vgrajenih v komercialni program Matlab [The MathWorks, 1999]. Izmed teh se je za resˇevanje
nasˇih problemov za ucˇinkovito izkazala predvsem metoda ode23tb, namenjena resˇevanju najbolj togih
problemov.
7.1 Metode druzˇine Runge-Kutta
Runge-Kutta je skupno ime za druzˇino metod za resˇevanje sistemov navadnih diferencialnih enacˇb 1.
reda
y′ = F (t,y) , pri y (t0) = y0, (7.1)
kjer priblizˇno resˇitev Y pri t + h izracˇunamo z interpolacijo vmesnih priblizˇnih resˇitev Y i pri t + cih,
za 0 ≤ ci ≤ 1:
Y i (t+ cih) = y +
s∑
j=1
aijF (t+ cjh,Y j (t+ cjh))
Y (t+ h) = y +
s∑
j=1
bjF (t+ cjh,Y j (t+ cjh)) ,
za i = 1, 2, ..., s. Obicˇajno vzamemo c1 = 0 in cs = 1. ˇCe je aij = 0 za vse j ≥ i, je metoda
eksplicitna, sicer je implicitna. Po zapisu, ki ga je za metode Runge-Kutta vpeljal Butcher (1987), tako
metodo predstavimo s strukturo
c1 a11 a12 · · · a1s
c2 a21 a22 · · · a2s
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
cs as1 as2 · · · ass
b1 b2 · · · bs
. (7.2)
Naravno sˇtevilo s imenujemo stopnja metode. Ker funkcijo F v vsaki vrstici sheme (7.2) izvrednotimo
najvecˇ s-krat, nam s pomeni tudi mero za kompleksnost metode. Konstante aij , bi in ci so dolocˇene
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tako, da je napaka resˇitve, oznacˇimo jo z O (hp+1), cˇim manjsˇa oziroma da je red metode p cˇim vecˇji.
Konstante dolocˇimo z izenacˇenjem koeficientov istolezˇnih cˇlenov Taylorjeve vrste okoli tocˇke t za tocˇno
y (t+ h) in priblizˇno Y (t+ h) resˇitev. Ker so tako dobljene enacˇbe za proste konstante v splosˇnem
nelinearne, obstaja vecˇ metod Runge-Kutta iste stopnje. Posebej omenimo le dve metodi, vgrajeni v
komercialni program Matlab [The MathWorks, 1999], ki ju uporabljamo v nadaljevanju.
Metoda, imenovana ode23tb, temelji na implicitni Runge-Kutta metodi stopnje 3 (pravzaprav na dveh
metodah razlicˇnih redov, vendar govorimo le o eni metodi, saj dvojnost sluzˇi le za oceno napake), ki jo
natanko dolocˇa struktura
0 0 0 0
τ d d 0
1 w w d
w w d
1−w
3
3w+1
3
d
3
, (7.3)
kjer so: τ = 2−√2, d = τ/2 in w = √2/4. ˇCetrta vrstica v shemi (7.3) dolocˇa metodo reda 2, zadnja
vrstica pa metodo reda 3; razlika nam sluzˇi za preverjanje lokalne napake, uposˇtevamo pa rezultat po
metodi visˇjega reda. Metodo (7.3) lahko razbijemo na dva koraka in kot taka je v literaturi bolj znana pod
imenom TR-BDF2 [Hosea, Shampine, 1996] (TR je kratica za trapezno pravilo, angl. trapezoidal rule
in BDF2 je kratica za obratno diferencˇno metodo drugega reda, angl. backward differentiation formula).
Druzˇina vecˇkoracˇnih metod BDF je bila zˇe leta 1952 kot prva predlagana za resˇevanje togih diferencialnih
enacˇb in z nekaterimi razsˇiritvami sˇe vedno velja za najbolj uporabno druzˇino metod za resˇevanje togih
problemov (glej [Hairer, Wanner, 1991] za podrobnosti). Kot pove zˇe ime samo, je metoda TR-BDF2
dvokoracˇna; prvi (eksplicitni) korak je trapezno pravilo, drugi (implicitni) korak pa obratna diferencˇna
metoda 2. reda. Za izracˇune v obeh korakih uporabimo isto iterativno matriko. Le na kratko predstavimo
osnovne ideje metode. Vzemimo korak velikosti h in tocˇko t ter oznacˇimo tτ = t + τh in t1 = t + h.
Predpostavimo, da pri t poznamo tocˇno resˇitev y (t) zacˇetne naloge (7.1). Po trapeznem pravilu velja
Y τ = y + τ
h
2
(F (t,y) + F (tτ ,Y τ )) .
Y τ oznacˇuje priblizˇek za vrednost y (tτ ). Oznacˇimo sˇe z Y 1 priblizˇek za y (t1) ter zZτ inZ1 priblizˇka
za hy′ (tτ ) in hy′ (t1), medtem ko nam z pomeni tocˇno vrednost za hy′ (t). Za prvi eksplicitni korak
izberemo priblizˇek
Z0 = hF (t,y) .
Za zacˇetni priblizˇek prvega implicitnega koraka vzamemo kar Z0τ = z, in za vsak iterativen korak k
implicitnega dela pri tτ izracˇunamo
Y kτ = (y + d z) + dZ
k
τ (2. vrstica sheme 7.3). (7.4)
Nato z Newtonovo iteracijo resˇujemo enacˇbo Zkτ − hF
(
tτ ,Y
k
τ
)
= 0 tako, da enacˇbo lineariziramo po
Zkτ :
I − h ∂F
∂Y kτ
∂Y kτ
∂Zkτ
≈ I − hdJ .
Pri tem smo uporabili aproksimacijo (7.4) za linearizacijo Y kτ : ∂Y
k
τ
∂Zkτ
= dI , J pa oznacˇuje numericˇno
aproksimirano Jacobijevo matriko ∂F∂y , ki je enaka za vse iteracijske korake k. Priblizˇna Newtonova
iteracija dobi obliko
(I − hdJ)∆Zkτ = hF
(
tτ ,Y
k
τ
)
−Zkτ
Zk+1τ = Z
k
τ +∆Z
k
τ .
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Opozorimo, da se tako izracˇunaniZτ razlikuje od hF (tτ ,Y τ ), kar je bistveno za predstavljeno metodo.
Zacˇetni priblizˇek Z01 implicitnega dela pri t1 je dobljen s Hermitovo interpolacijo skozi tocˇki t in tτ :
Z01 =
(
1.5 +
√
2
)
z +
(
2.5 + 2
√
2
)
Zτ −
(
6 + 4.5
√
2
)
(Y τ − y) .
Za vsak korak k nato izracˇunamo
Y k1 = (y + w z + wZτ ) + dZ
k
1 (3. vrstica sheme 7.3). (7.5)
Z1 izracˇunamo iterativno po poenostavljeni Newtonovi metodi
(I − hdJ)∆Zk1 = hF
(
t1,Y
k
1
)
−Zk1
Zk+11 = Z
k
1 +∆Z
k
1,
kjer smo uporabili aproksimacijo (7.5) za linearizacijo Y k1: ∂Y
k
1
∂Zk1
= dI , matrika J pa je enaka kot za
implicitni del pri tτ .
Druga uporabljena metoda ode45 programa Matlab [The MathWorks, 1999] je standardna eksplicitna
Runge-Kutta metoda stopnje 5 [Dormand, Prince, 1980]. Primerna je za natancˇno resˇevanje netogih
diferencialnih enacˇb. Enolicˇno jo dolocˇa struktura
0
1/5 1/5
3/10 3/40 9/40
4/5 44/45 −56/15 32/9
8/9 19372/6561 −25360/2187 −212/729
1 9017/3168 −355/33 46732/5247 49/176 −5103/18656
1 35/384 0 500/1113 125/192 −2187/6784 11/84
5179/57600 0 7571/16695 393/640 −92097/339200 187/2100 1/40
35/384 0 500/1113 125/192 −2187/6784 11/84 0
.
Zadnji dve vrsti dolocˇata metodi redov 4 in 5, razlika pa sluzˇi za oceno lokalne napake metode.
7.2 Priprava glavnih in robnih enacˇb
Kot smo zˇe omenili, lahko metode druzˇine Runge-Kutta uporabimo le na sistemih navadnih diferencial-
nih enacˇb 1. reda. Za uporabo vecˇine metod, vgrajenih v okolje Matlab (ode23tb, ode45,...), moramo
sistem enacˇb podati v obliki
M (t,y) ·y = F (t,y) , (7.6)
kjer jeM masna matrika, F je vektor desnih strani sistema diferencialnih enacˇb, y pa je vektor neznank.
Najugodneje je, cˇe je masna matrika konstantna, v splosˇnem pa je lahko odvisna od cˇasa in neznank, ki
so prav tako funkcije cˇasa: M (t,y) =M (t,y (t)). V nadaljevanju bomo ugotovili, da masna matrika
enacˇb prostorskega nosilca vedno zavzame najsplosˇnejsˇo obliko.
Glavne enacˇbe (6.82)–(6.83) in pripadajocˇi naravni robni pogoji (6.86)–(6.89) sestavljajo sistem nava-
dnih diferencialnih enacˇb 2. reda po cˇasu. Zato moramo te enacˇbe najprej preoblikovati v dvakrat
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toliksˇen sistem diferencialnih enacˇb 1. reda po cˇasu. To storimo na standarden nacˇin. Za prve odvode
neznank po cˇasu v tocˇkah xi, i = 0, 1, ..., N + 1, uvedemo nove oznake
vig (t) =
·
uig (t) (7.7)
λ̂
i
g (t) =
·
k̂
i
(t) , (7.8)
in jih dodamo naboru osnovnih neznank; tako je novi vektor vseh neznank
y =
[
u0g,v
0
g, k̂
0
, λ̂
0
g,u
1
g,v
1
g, k̂
1
, λ̂
1
g,u
2
g, ...,u
N+1
g ,v
N+1
g , k̂
N+1
, λ̂
N+1
g
]T
. (7.9)
V momentni ravnotezˇni enacˇbi (6.71) kotno hitrost ω̂g in pospesˇek
·
ω̂g izrazimo z osnovnimi spremen-
ljivkami in dobimo
f̂6RK : f̂6S − 2q̂ ◦
(
Ĵ
(
q̂ ∗ ◦
·
Λ̂g + q̂ ∗ ◦ Λ̂g ◦ Λ̂ ∗g ◦ q̂
))
◦ q̂ ∗
− 4Ŝ
(
Λ̂g ◦ q̂ ∗
)(
q̂ ◦
(
Ĵ
(
q̂ ∗ ◦ Λ̂g
))
◦ q̂∗
)
= 0̂,
kjer pomenita oznaki Λ̂g = λ̂g ◦ q̂0+ k̂g ◦
·
q̂0 ter
·
Λ̂g =
·
λ̂g ◦ q̂0+2λ̂g ◦
·
q̂0+ k̂g ◦
··
q̂0 prvi in drugi odvod
kvaterniona celotne rotacije (4.36). Glavne enacˇbe (6.82)–(6.83) nadomesti sistem diferencialnih enacˇb
1. reda, zapisan glede na kolokacijske tocˇke xk, k = 1, 2, ..., N :
fk′11 :
N+1∑
i=0
·
uig (t)Li (xk) =
N+1∑
i=0
vig (t)Li (xk) (7.10)
fk′12 : ρAr
N+1∑
i=0
·
vig (t)Li (xk) (7.11)
=
[
q̂k′ ◦ ĈkN ◦ q̂k∗ + q̂k ◦ Ĉ′kN ◦ q̂k∗ + q̂k ◦ ĈkN ◦ q̂k∗′
]
IR3
+ nkg
f̂
k′
21 :
N+1∑
i=0
·
k̂
i
(t)Pi (xk) =
N+1∑
i=0
λ̂
i
g (t)Pi (xk) (7.12)
f̂
k′
22 : 2φL
(
q̂k
)
φR
(
q̂k∗
)
Ĵ φL
(
q̂k∗
)
φR
(
q̂k0
)N+1∑
i=0
·
λ̂
i
g (t)Pi (xk) (7.13)
=
[
q̂k′ ◦ ĈkM ◦ q̂k∗ + q̂k ◦ Ĉk′M ◦ q̂k∗ + q̂k ◦ ĈkM ◦ q̂k∗′
]
+ m̂kg − Ŝ
(
q̂k ◦ ĈkN ◦ q̂k∗
)
r̂k′g
− 2q̂k ◦
(
Ĵ
(
2q̂k∗ ◦ λ̂kg ◦
·
q̂k0 + q̂
k
0 ◦
··
q̂k0 + q̂
k∗ ◦ Λ̂kg ◦ Λ̂
k∗
g ◦ q̂k
))
◦q̂k∗
− 4Ŝ
(
Λ̂
k
g ◦ q̂k∗
)(
q̂k ◦
(
Ĵ
(
q̂k∗ ◦ Λ̂kg
))
◦ q̂k∗
)
.
Enacˇbe sistema smo zapisali v obliki (7.6), primerni za uporabo v programskem okolju Matlab.
Podobno zapisˇemo tudi robne enacˇbe (6.86)–(6.89). Odvisnost osnovnih spremenljivk od naravnega
parametra x, ki pretecˇe obmocˇje integracije po osi nosilca, bomo zaradi predolgih izrazov in nepregled-
nosti izpustili. Ohranimo pa zgornje indekse k za kolicˇine, izvrednotene v kolokacijskih tocˇkah in L/2
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za kolicˇine, izvrednotene na sredini tezˇisˇcˇne osi nosilca. V levem krajisˇcˇu nosilca tako dobimo sˇtiri
diferencialne enacˇbe 1. reda:
h11 :
N+1∑
i=0
·
ukg (t)Li (0) =
N+1∑
i=0
vig (t)Li (0) (7.14)
h12 : ρAr
N+1∑
i=0
L/2∫
0
Li (x) dx
·
vig (t) = S
0 +NL/2g +
L/2∫
0
ngdx (7.15)
ĥ21 :
N+1∑
i=0
·
k̂
k
(t)Pi (0) =
N+1∑
i=0
λ̂
k
g (t)Pi (0) (7.16)
ĥ22 :
N+1∑
i=0
L/2∫
0
2φL (q̂)φR (q̂
∗) Ĵ φL (q̂
∗)φR (q̂0)Pi (x) dx
·
λ̂
i
g (t) (7.17)
= P̂
0
+ q̂L/2 ◦ ĈL/2M ◦ q̂L/2∗ +
L/2∫
0
m̂gdx−
L/2∫
0
Ŝ
(
q̂ ◦ ĈN ◦ q̂ ∗
)
r̂′gdx
− 2
L/2∫
0
q̂ ◦
(
Ĵ
(
2q̂ ∗ ◦ λ̂g ◦
·
q̂0 + q̂0 ◦
··
q̂0 + q̂
∗ ◦ Λ̂g ◦ Λ̂ ∗g ◦ q̂
))
◦q̂ ∗dx
− 4
L/2∫
0
Ŝ
(
Λ̂g ◦ q̂∗
)(
q̂k ◦
(
Ĵ
(
q̂k∗ ◦ Λ̂g
))
◦ q̂∗
)
dx
in sˇe sˇtiri v desnem krajisˇcˇu:
h31 :
N+1∑
i=0
·
uig (t)Li (L) =
N+1∑
i=0
vig (t)Li (L) (7.18)
h32 : ρAr
N+1∑
i=0
L∫
L/2
Li (x) dx
·
vig (t) = S
L −NL/2g +
L∫
L/2
ngdx (7.19)
ĥ41 :
N+1∑
i=0
·
k̂
i
(t)Pi (L) =
N+1∑
i=0
λ̂
i
g (t)Pi (L) (7.20)
ĥ42 :
N+1∑
i=0
L∫
L/2
2φL (q̂)φR (q̂
∗) Ĵ φL (q̂
∗)φR (q̂0)Pi (x) dx
·
λ̂
i
g (t) (7.21)
= P̂
L − q̂L/2 ◦ ĈL/2M ◦ q̂L/2∗ +
L∫
L/2
m̂gdx−
L∫
L/2
Ŝ
(
q̂ ◦ ĈN ◦ q̂ ∗
)
r̂′gdx
− 2
L∫
L/2
q̂ ◦
(
Ĵ
(
2q̂ ∗ ◦ λ̂g ◦
·
q̂0 + q̂0 ◦
··
q̂0 + q̂
∗ ◦ Λ̂g ◦ Λ̂ ∗g ◦ q̂
))
◦q̂ ∗dx
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− 4
L∫
L/2
Ŝ
(
Λ̂g ◦ q̂∗
)(
q̂k ◦
(
Ĵ
(
q̂k∗ ◦ Λ̂g
))
◦ q̂∗
)
dx.
Integrale v robnih enacˇbah (7.14)–(7.21) izvrednotimo numericˇno s klasicˇno Gaussovo kvadraturno me-
todo izbrane stopnje. Metodo smo predstavili v poglavju 5.3.5.
Opomba 16 Metodi Runge-Kutta, predstavljeni v poglavju 7.1, sta razviti za integracijo v aditivnih kon-
figuracijskih prostorih in pri popravljanju osnovnih neznank ne uposˇtevata multiplikativne narave rota-
cij. Zato so rotacijski kvaternioni po zakljucˇenem popravljanju v splosˇnem neenotski. Da odstopanja od
enotske norme niso prevelika do dolocˇene mere ureja preverjanje lokalne napake in posledicˇno prila-
gajanje cˇasovnega koraka. Poleg tega po zakljucˇku vsakega cˇasovnega koraka kvaternione, ki dolocˇajo
rotacije normiramo, predvsem v izogib prehajanja v kompleksna sˇtevila v primeru, ko norma rotacijskega
kvaterniona presezˇe vrednost ena. V primeru, ko v posamicˇnem cˇasovnem koraku rotacijski kvaternioni
bistveno ostopajo od enotske norme, moramo posecˇi po drugacˇnih ukrepih: sˇtirikomponentne enacˇbe re-
duciramo na trikomponentne (vektorski del kvaternionskih enacˇb), vektor vseh neznank pa zmanjsˇamo za
prve komponente rotacijskih kvaternionov in njihovih odvodov. Resˇitev skrcˇenega sistema po zakljucˇku
vsakega cˇasovnega koraka ponovno razsˇirimo s prvimi komponentami rotacijskih kvaternionov po (4.23).
7.3 Numericˇni testi
Predstavljeni postopek testiramo numericˇno s primerjanjem rezultatov znacˇilnih prostorskih primerov
z rezultati literature. Numericˇni rezultati so v celoti pridobljeni z lastnim racˇunalnisˇkim programom v
programskem okolju Matlab [The MathWorks, 1999]. Pri izracˇunih se omejimo na linearno elasticˇen ma-
terialni model (5.91)–(5.92). Za vse primere uporabljamo metodo ode23tb programskega okolja Matlab
7.3.0 (R2006b), primerno za resˇevanje togih in zelo togih primerov. Le za primer nepodprtega nosilca
v prostem gibanju za integracijo na daljsˇem cˇasovnem intervalu uporabimo metodo visˇjega reda ode45.
Predstavljeni so rezultati za pomike in rotacijske vektorje, ki smo jih za namene primerjave z drugimi
avtorji preracˇunali iz rotacijskih kvaternionov z enacˇbo (5.93).
Spiralno gibanje upogibnega nosilca. Primer prostorskega gibanja enostransko drsno-cˇlenkasto vpe-
tega nosilca, ki ga iz mirovanja s primerno silo in momentom sprozˇimo v spiralno gibanje, sta predstavila
Ibrahimbegovic´ in al Mikdad (1998). Za primer so znacˇilni zelo veliki zasuki (vecˇji od 2pi) in izrazite
globalna in lokalna nihanja. Geometrijski in materialni podatki so povzeti po [Ibrahimbegovic´, al Mik-
dad, 1998]:
L = 10 Aρ = 1
EA = GA = 104 EJ = GJ = 103
J =
 20 0 00 10 0
0 0 10
 .
Nosilec lezˇi v smeri osi X (oziroma v smeri ⇀g1), levo krajisˇcˇe je podprto drsno in cˇlenkasto tako, da sta
dopusˇcˇena pomik v smeri Z in zasuk okoli osi Z, glej sliko 7.1. Zaradi takih robnih pogojev so nekatere
komponente pomika in rotacijskega kvaterniona levega krajisˇcˇa enake nicˇ:
u01 = u
0
2 = 0 k
0
2 = k
0
3 = 0.
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Slika 7.1: Geometrija in obtezˇba upogibnega nosilca
Figure 7.1: Force driven flexible beam: geometry and loading data
Spomnimo se, da zgornji indeks (0) oznacˇuje pogoj v levem krajisˇcˇu pri x = 0, spodnji indeksi pa
dolocˇajo komponento ustreznega vektorja ali kvaterniona. ˇCeprav je v levem krajisˇcˇu dopusˇcˇen zasuk
prereza zgolj okoli ene osi, pa sta kar dve komponenti rotacijskega kvaterniona pri x = 0 brez pogoja,
k00 in k01 . Ker so tudi prvi odvodi po cˇasu dodani seznamu osnovnih neznank, moramo v levem krajisˇcˇu
podati tudi robne pogoje za hitrosti oziroma odvode rotacijskih kvaternionov po cˇasu. V levem krajisˇcˇu
dopustimo le hitrost v smeri Z in kotno hitrost (oziroma nenicˇelen odvod rotacijskega kvaterniona) okoli
osi Z, torej
v01 = v
0
2 = 0 λ
0
2 = λ
0
3 = 0.
Zacˇetne vrednosti vseh neznank so nicˇ, razen seveda vrednosti prve komponente rotacijskih kvaterni-
onov, ki so enake ena: (
u
[0]
1
)i
=
(
u
[0]
2
)i
=
(
u
[0]
3
)i
= 0(
k
[0]
0
)i
= 1(
k
[0]
1
)i
=
(
k
[0]
2
)i
=
(
k
[0]
3
)i
= 0(
v
[0]
1
)i
=
(
v
[0]
2
)i
=
(
v
[0]
3
)i
= 0(
λ
[0]
0
)i
=
(
λ
[0]
1
)i
=
(
λ
[0]
2
)i
=
(
λ
[0]
3
)i
= 0,
za vse indekse i, ki dolocˇajo robni tocˇki x0 = 0 in xN+1 = L, kolokacijske tocˇke xi = 1, 2, .., N in
sredinsko tocˇko x = L2 . Gibanje nosilca sprozˇimo s socˇasno obtezˇbo v levem krajisˇcˇu s konstantnim
momentom MZ = 80 okoli osi Z in s konstantno tocˇkovno silo FZ = 0.05 MZ v smeri osi Z. Obe
obtezˇbi prenehata delovati pri cˇasu t = 2.5 (slika 7.1). Gibanje nosilca opazujemo do cˇasa t = 50.
Prav tako kot Ibrahimbegovic´ in al Mikdad smo uporabili mrezˇo desetih linearnih elementov. Podatki
numericˇnega racˇuna o zahtevanih tolerancah so:
εabs = 10−3 εrel =
[
10−3, 10−3, 10−1, 10−1
]
,
kjer se relativne tolerance zaporedoma nanasˇajo na pomike, rotacijske kvaternione, hitrosti in odvode
rotacijskega kvaterniona. Za pomike in rotacijske kvaternione smo zahtevali visˇjo relativno natancˇnost
90 Zupan, E. 2010. Dinamika prostorskih nosilcev s kvaternionsko parametrizacijo rotacij
Doktorska disertacija. Ljubljana, UL, Fakulteta za gradbenisˇtvo in geodezijo, Konstrukcijska smer.
0 10 20 30 40 50
-20
-10
0
10
20
30
40
50
t
u3
u2
u1
p
o
m
ik
Slika 7.2: Pomiki prostega krajisˇcˇa v odvisnosti od cˇasa za primer upogibnega nosilca. 10 linearnih
elementov; primerjava z rezultati Ibrahimbegovic´a in al Mikdada (1998) (cˇrtkana cˇrta)
Figure 7.2: Free-end displacement of force driven flexible beam. 10 linear elements; comparison with
Ibrahimbegovic´ and al Mikdad (1998) (dashed-line)
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Slika 7.3: Pomiki prostega krajisˇcˇa v odvisnosti od cˇasa za primer upogibnega nosilca. 2 linearna ele-
menta; primerjava z rezultati Ibrahimbegovic´a in al Mikdada (1998) (cˇrtkana cˇrta)
Figure 7.3: Free-end displacement of force driven flexible beam. 2 linear elements; comparison with
Ibrahimbegovic´ and al Mikdad (dashed-line)
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izracˇuna kot za njihove odvode, saj s tem pospesˇimo racˇun. Ibrahimbegovic´ in al Mikdad (1998) ne
navajata podatkov o natancˇnosti racˇuna.
Gibanje konstrukcije zajema drsenje vzdolzˇ osi na dopusˇcˇeni smeri Z in socˇasno vrtenje okoli osi Z za
skoraj dva obrata. Pri tem nosilec niha v vseh treh smereh. Slika 7.2 spreminjanja pomikov prostega
krajisˇcˇa s cˇasom ima podobno obliko, kot jo prikazujeta Ibrahimbegovic´ in al Mikdad, amplitude nihanja
vseh treh vozlisˇcˇnih pomikov dosegajo iste vrednosti, nihajna cˇasa pomikov u1 in u2 pa sta nekoliko
manjsˇa. Opazne so drobne oscilacije na grafih vseh pomikov, medtem ko oscilacij za pomike u1 in u2 pri
Ibrahimbegovic´u in al Mikdadu (1998) ni opaziti. Ibrahimbegovic´ in al Mikdad sta uporabila konstanten
cˇasovni korak velikosti 0.5, kar znese 100 cˇasovnih korakov, medtem ko je korak tu uporabljene me-
tode prilagodljiv in znasˇa od 0.1302 do 0.0232, kar znese 576 cˇasovnih korakov. Zaradi vecˇjega sˇtevila
korakov in preverjanja ter omejevanja absolutne in relativne napake predvidevamo, da je nasˇ rezultat
tocˇnejsˇi. Ker na dolzˇino cˇasovnega koraka ne moremo vplivati, manj natancˇen izracˇun rezultatov do-
bimo z mrezˇo dveh elementov in z manj strogimi pogoji za absolutno in relativno napako: εabs = 10−2,
εrel =
[
10−1, 10−1, 10−1, 10−1
]
. V tem primeru se grafi pomikov u1 in u2 prostega krajisˇcˇa tako dobro
ujemajo, da so odstopanja z graficˇno natancˇnostjo neopazna. Zares se nihajna cˇasa pomikov u1 in u2
povecˇata in do graficˇne natancˇnosti ujameta z rezultatom iz literature, glej sliko 7.3. Ocˇitno pa model no-
silca s samo dvema elementoma ni v zadostni meri sposoben zaznati drobnih lokalnih oscilacij pomikov
v nobeni smeri.
Kolenasta konzola z obtezˇbo pravokotno na ravnino. Primer pravokotno prepognjene konzole, katere
geometrija je predstavljena na sliki 7.4, sta obravnavala Simo in Vu-Quoc (1988). Ostali podatki so:
L1 = L2 = 10 Aρ = 1
EA = GA = 106 EJ = GJ = 103
J =
 20 0 00 10 0
0 0 10
 .
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Slika 7.4: Geometrija in obtezˇba kolenaste konzole
Figure 7.4: Right-angle cantilever beam: geometry and loading data
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Kolenasta konzola je v pregibu A obtezˇena s tocˇkovno silo, ki deluje pravokotno na ravnino okvirja.
Do cˇasa t = 1 obtezˇba linearno narasˇcˇa do vrednosti 50 in nato linearno pada do nicˇelne vrednosti pri
cˇasu t = 2. Po cˇasu t = 2 je konstrukcija neobremenjena. Nadaljnje gibanje konzole je prosto nihanje,
ki vkljucˇuje znaten upogib in torzijo. Spremljamo ga vse do cˇasa t = 30. Konstrukcija dosezˇe velike
pomike velikostnega reda dolzˇin obeh nosilcev.
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Slika 7.5: Odvisnost pomikov od cˇasa za koleno (A) in za prosto krajisˇcˇe (B) kolenaste konzole; sive
cˇrte prikazujejo rezultate Sima in Vu-Quoca (1988) za primer dveh in desetih elementov
Figure 7.5: The right-angle cantilever beam: time histories of elbow (A) and tip (B) displacements;
comparison with Simo and Vu-Quoc (1988) (grey lines) employing 2 and 10 elements
Simo in Vu-Quoc racˇun izvedeta za dve mrezˇi, eno z dvema in drugo z desetimi kvadraticˇnimi elementi
ter pri konstantnem cˇasovnem koraku 0.25. Metoda ode23tb s tako majhnim sˇtevilom elementov ne
more dosecˇi smiselno majhne relativne oziroma absolutne napake. ˇCe zahtevano natancˇnost sprostimo,
racˇun sploh ni izvedljiv. Kombinacija mrezˇe 12 elementov z dvema internima tocˇkama (kubicˇen element)
za vsak del konstrukcije dolzˇine 10 in numericˇno integracijo cˇetrtega reda (3 integracijske tocˇke) ter s
pogojema za lokalno napako
εabs = 10−5 εrel =
[
10−5, 10−5, 10−1, 10−1
]
pa zmore analizo vse do cˇasa t = 30. ˇCasovni grafi pomika kolena in prostega krajisˇcˇa, prikazani na
sliki 7.5, se do cˇasa t = 20 dobro ujemajo z grafi iz literature [Simo, Vu-Quoc, 1988], kasneje pa so
razlike izrazitejsˇe. Vecˇje razlike po cˇasu t = 20 lahko opazimo tudi ob primerjavi rezultatov razlicˇnih
avtorjev iz literature, glej na primer sˇe [Ibrahimbegovic´, al Mikdad, 1998]. Velike razlike med razlicˇnimi
numericˇnimi postopki resˇevanja raznih avtorjev se pokazˇejo v sˇtevilu cˇasovnih korakov in cˇasovni ter
prostorski zahtevnosti integratorja. Medtem ko [Ibrahimbegovic´, al Mikdad, 1998] in [Simo, Vu-Quoc,
1988] uporabita le 126 oziroma 54 prostostnih stopenj, za koncˇni rezultat pa potrebujeta le 120 cˇasovnih
korakov, pa predstavljeni pristop zahteva 1535 cˇasovnih korakov velikosti od 5.3350 ·10−5 do 0.04012, v
vsakem koraku pa kar 504 prostostnih stopenj za pomike in rotacijske kvaternione. Vendar je v primerjavi
potrebno uposˇtevati, da omenjena avtorja v vsakem koraku iterativno resˇujeta sistem nelinearnih enacˇb,
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kar zahteva sestavljanje tangentne togostne matrike v vsakem iterativnem koraku, medtem ko pri uporabi
metode ode23tb tangentno togostno matriko (oziroma le njen priblizˇek) v vsakem cˇasovnem koraku
izracˇunamo le enkrat (glej poglavje 7.1).
Zaradi velikih pomikov se izjemno hitro spreminjajo tudi naklonski koti precˇnih prerezov nosilca. Zato
pri uporabi metode ode23tb, ki je zasnovana za integracijo v linearnih prostorih in ne ohranja narave rota-
cij oziroma enotskosti rotacijskih kvaternionov, prihaja v primeru uposˇtevanja vseh sˇtirih kvaternionskih
enacˇb do numericˇnega neskladja. Norma rotacijskih kvaternionov se zelo hitro oddalji od vrednosti 1,
nakar uporabljena metoda ni vecˇ sposobna zagotoviti zadostne natancˇnosti racˇuna. Zato smo za primer
kolenaste konzole resˇitev izracˇunali z redukcijo kvaternionskih enacˇb na tri komponente tako, da smo
prve komponente kvaternionov k0 (xi, t) izlocˇili iz vektorja neznank in jih racˇunali posredno iz k (xi, t)
z vezno enacˇbo (4.23).
Opomba 17 Pri uporabi postopka redukcije sˇtirih kvaternionskih enacˇb na tri (vektorski del) enacˇbe
s socˇasno redukcijo sˇtirih kvaternionskih neznank na tri (vektorski del) smo se izognili numericˇnim
tezˇavam, ki so posledica neuposˇtevanja narave rotacij pri popravljanju rotacijskih kolicˇin. Poleg ome-
njene redukcije, s katero smo dosegli zgolj ohranjanje lastnosti rotacijskega kvaterniona (4.23), bi lahko
ohranjanje enotske norme rotacijskega kvaterniona dosegli tudi s popravljanjem uporabljenega inte-
gratorja oziroma z uporabo nekega drugega integratorja, ki uposˇteva naravo rotacij. Popravljanje ob-
stojecˇih komercialnih integratorjev ni namen pricˇujocˇega dela, medtem ko uporabo drugacˇnega integra-
torja izvedemo v nadaljevanju (glej poglavje 9).
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Slika 7.6: Geometrija in obtezˇba nepodprtega nosilca
Figure 7.6: Free-free flexible beam: geometry and loading data
Nepodprt nosilec v prostem gibanju. Zadnji primer obravnava gibanje popolnoma nepodprtega nosilca,
ki ga po zacˇetni obtezˇbi prepustimo prostemu gibanju v prostoru. Podatki o obtezˇbi in geometriji nosilca
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so predstavljeni na sliki 7.6, preostali podatki pa so:
L = 10 Aρ = 1
EA = GA = 104 EJ = GJ = 500
J =
 10 0 00 10 0
0 0 10
 .
Prostorski primer nepodprtega nosilca v prostem gibanju sta sˇtudirala zˇe Simo in Vu-Quoc (1988).
Izbrali smo mrezˇo 10 linearnih elementov. Natancˇnost racˇuna je dolocˇena z zahtevami:
εabs = 10−3 εrel =
[
10−3, 10−3, 10−1, 10−1
]
.
V zacˇetnem stanju lezˇi nosilec v ravnini, ki jo dolocˇata bazna vektorja ⇀g1 in ⇀g3. V desnem krajisˇcˇu
je socˇasno obtezˇen s tocˇkovno silo F1 v smeri ⇀g1 in s tocˇkovnima momentoma M2 in M3 okoli osi,
dolocˇenih z ⇀g2 in ⇀g3. Vse obtezˇbe od nicˇelne vrednosti pri cˇasu t = 0 dalje linearno narasˇcˇajo do
cˇasa t = 2.5, nato pa se linearno zmanjsˇujejo do cˇasa t = 5, ko postanejo enake nicˇ; prosto gibanje
konstrukcije opazujemo vse do cˇasa t = 15. Slika 7.7 prikazuje znacˇilne zaporedne deformirane lege
nosilca do cˇasa t = 5, projecirane na ravnini XZ in XY , slika 7.8 pa aksonometricˇni prikaz gibanja do
cˇasa t = 15.
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Slika 7.7: Ravninske projekcije poteka gibanja nepodprtega nosilca do cˇasa t = 5
Figure 7.7: Projections of the deformed shapes on the coordinate planes for the free-free flexible beam
to time t = 5
Rezultat gibanja je primerljiv z rezultatom iz literature [Simo, Vu-Quoc, 1988], prav tako je primerljiv
velikostni red sˇtevila cˇasovnih korakov; Simo in Vu-Quoc uporabita fiksen cˇasovni korak velikosti 0.1,
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kar pomeni skupno 150 korakov, medtem ko je bilo s prilagodljivim korakom (velikosti med priblizˇno
0.208 in 0.019) metode Runge-Kutta potrebnih skupno 190 cˇasovnih korakov.
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Slika 7.8: Aksonometricˇni prikaz zaporedja deformiranih leg nepodprtega nosilca pri znacˇilnih cˇasih na
cˇasovnem obmocˇju [2.5, 15.5]
Figure 7.8: Free-free flexible beam. Perspective view of deformed shapes on time interval [2.5, 15.5]
V [Simo et al., 1995] isti primer nepodprtega nosilca v prostem gibanju avtorji uporabijo za demonstra-
cijo uspesˇnosti metode, ki pri konzervativnih primerih ohranja energijo, gibalno in vrtilno kolicˇino, kar je
zadosten pogoj za dolgotrajno stabilnost numericˇnega racˇuna. Kadar za dolgotrajen racˇun uporabljamo
metodo Runge-Kutta, je smiselno izbrati metodo cˇim visˇjega reda z visoko natancˇnostjo ob strogi zah-
tevi za lokalno napako, da preprecˇimo globalno kopicˇenje numericˇne napake racˇuna. Zato je za racˇun
na dolgem cˇasovnem intervalu [0, 500] primerna klasicˇna metoda Runge-Kutta reda 5, ki je v Matlabu
imenovana ode45. Za absolutno in relativno napako tokrat postavimo strozˇje zahteve:
εabs = 10−5 εrel =
[
10−5, 10−5, 10−2, 10−2
]
.
Metoda visˇjega reda praviloma zazna tudi majhne oscilacije, zato postane ob strogi zahtevi za natancˇnost
dolzˇina koraka razmeroma majhna in v obravnavanem primeru vecˇinoma velikostnega reda 10−4; zato je
racˇun zelo dolgotrajen (v obravnavanem primeru okrog 36 ur na PC). Vendar racˇun tudi po vecˇ kot dveh
milijonih korakov ostaja stabilen (velikost koraka se po ustalitvi skoraj ne spreminja vecˇ) in brez tezˇav
dosezˇe cˇas t = 500.
8 Resˇevanje dinamicˇnih enacˇb s posplosˇeno metodo
Newmark
Sodobne integracijske metode, ki jih v zadnjih dveh desetletjih sˇtevilni raziskovalci razvijajo na podrocˇju
dinamike prostorskih nosilcev ob uporabi rotacijskega vektorja in z uposˇtevanjem nelinearne narave pro-
storskih rotacij, lahko uspesˇno priredimo tudi za izpeljano kvaternionsko obliko enacˇb. Med metodami
je najpogosteje uporabljena druzˇina Newmarkovih metod, ki so namenjene prav resˇevanju sistema di-
ferencialnih enacˇb 2. reda. Metode so predstavljene v mnogih ucˇbenikih, ki se podrobneje ukvarjajo
z metodo koncˇnih elementov, na primer v [Bathe, 1996], [Belytschko et al., 2000]. ˇCasovni integrator
posplosˇene Newmarkove metode, ki uposˇteva naravo rotacij, za parametrizacijo rotacij pa uporablja rota-
cijski vektor, sta razvila Simo in Vu-Quoc (1988). Nasˇ cilj je, ta integrator prirediti tudi za kvaternionsko
parametrizacijo rotacij.
8.1 Izpeljava posplosˇene metode Newmark za kvaternionske enacˇbe
Sprva nakazˇemo kratko izpeljavo Newmarkove metode, kot je predstavljena in implementirana v [Simo,
Vu-Quoc, 1988]. Izhajamo iz znacˇilnosti razvoja funkcije v Taylorjevo vrsto, povzetih po ucˇbe-niku
[Krizˇanicˇ, 1990]. Zvezno resˇitev y = f (x) diferencialne enacˇbe drugega reda y′′ = F (x, y, y′) razvi-
jemo v Taylorjevo vrsto okrog tocˇke a
y = f (x) = f (a) + (x− a) f ′ (a) + (x− a)
2
2
f ′′ (a) + ...+
(x− a)p
p!
f (p) (a) + .... (8.1)
ˇCe vrsti (8.1) odvzamemo zacˇetne cˇlene do vkljucˇno p-tega odvoda, preostanek vrste imenujemo ostanek
Taylorjeve vrste in oznacˇimo s Sp
Sp =
∞∑
i=p+1
(x− a)i
i!
f (i) (a) .
Za ostanek Taylorjeve vrste velja, da z vecˇanjem sˇtevila p konvergira proti nicˇ, kar lahko zapisˇemo z
razliko prave funkcijske vrednosti in njene aproksimacije s koncˇno Taylorjevo vrsto do vkljucˇno p-tega
cˇlena
Sp = f (x)−
p∑
i=1
(x− a)i
i!
f (i) (a) p→∞−→ 0.
ˇCe je funkcija f (x) v okolici tocˇke x (p+ 1)-krat zvezno odvedljiva in ima odvod f (p+1) povsod ome-
jen, potem je ostanek Taylorjeve vrste Sp enak vrednosti predhodnega (zadnjega odvzetega) cˇlena vrste
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v neki tocˇki ξ, ki lezˇi med x in a [Krizˇanicˇ, 1990, str. 502]
Sp =
(x− a)p+1
(p+ 1)!
f (p+1) (ξ) .
Ta´ko funkcijo lahko torej tocˇno zapisˇemo s koncˇno vrsto
f (x) =
p∑
i=1
(x− a)i
i!
f (i) (a) +
(x− a)p+1
(p+ 1)!
f (p+1) (ξ) . (8.2)
Newmarkova integracijska shema za krajevne vektorje. Tocˇen razvoj funkcije v vrsto (8.2) upora-
bimo za zapis krajevnih vektorjev tezˇisˇcˇne osi nosilca tako, da izberemo p = 2:
rg (tn +∆t) = rg (tn) + ∆t
·
rg (tn) +
∆t2
2
··
rg (ξ) .
V izrazu nastopa prvi in drugi odvod krajevnega vektorja po cˇasu; ker pomenita hitrost in pospesˇek tocˇke
na osi, jima dodelimo oznaki
·
rg = vg in
··
rg = ag.
Torej velja tocˇen izraz
rg (tn +∆t) = rg (tn) + ∆tvg (tn) +
∆t2
2
ag (ξ) .
Vrednosti ξ v splosˇnem ne poznamo, lezˇi pa med tn in tn + ∆t. Predpostavimo, da je pospesˇek v
tocˇki (cˇasu) tn zvezna funkcija t. Potem je na dovolj majhni okolici tocˇke tn konstantna, narasˇcˇajocˇa
ali padajocˇa funkcija cˇasa. V primeru konstantnega pospesˇka je ustrezen prav vsak ξ ∈ [tn, tn +∆t].
V primeru narasˇcˇajocˇega ali padajocˇega pospesˇka pa lahko pospesˇek v tocˇki ξ zapisˇemo kot linearno
kombinacijo robnih vrednosti
ag (ξ) = (1− b) ag (tn) + bag (tn +∆t) (8.3)
za nek skalar b ∈ [0, 1]. Formula (8.3) velja tudi za konstantno vrednost pospesˇka
(1− b) ag + bag = ag = ag (ξ) .
Izraz (8.3) je tocˇen za tako velikost ∆t, da je pospesˇek na intervalu [tn, tn +∆t] monoton ali konstanten.
Z vrsto (8.2) smemo aproksimirati tudi hitrosti. Za aproksimacijo hitrosti izberemo p = 1, skalar linearne
kombinacije pospesˇkov pa oznacˇimo z γ ∈ [0, 1]. Na koncu skalar b ∈ [0, 1] nadomestimo s polovicˇnim
skalarjem β ∈ [0, 12], β = b2 in tako dobimo klasicˇno obliko Newmarkove aproksimacije pomikov in
hitrosti pri cˇasu tn+1 = tn +∆t:
r[n+1]g = r
[n]
g +∆tv
[n]
g +∆t
2
[(
1
2
− β
)
a[n]g + β a
[n+1]
g
]
(8.4)
v[n+1]g = v
[n]
g +∆t
[
(1− γ)a[n]g + γ a[n+1]g
]
, (8.5)
za skalarja β ∈ [0, 12] in γ ∈ [0, 1]. ˇCas, na katerega se kolicˇina nanasˇa, je oznacˇen z zgornjim indeksom
v oglatem oklepaju. Razlika r[n+1]g − r[n]g = r0g + u[n+1]g −
(
r0g + u
[n]
g
)
je enaka spremembi pomika
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∆u[n]g = u
[n+1]
g − u[n]g in je, zato ker so krajevni vektorji in pomiki aditivne vektorske kolicˇine, enaka
linearnemu delu spremembe pomika, ∆u[n]g = δu[n]g . Z uposˇtevanjem teh zvez v (8.4) linearni del
spremembe pomika zapisˇemo kot
δu[n]g = ∆tv
[n]
g +∆t
2
[(
1
2
− β
)
a[n]g + βa
[n+1]
g
]
. (8.6)
Newmarkova integracijska shema za rotacijske matrike, parametrizirane z rotacijskim vektor-
jem. Uposˇtevati moramo, da se sprememba rotacijske matrike iz cˇasa pri stanju n v stanje n + 1 doda
multiplikativno:
R[n+1] = ∆R[n]g R
[n] = exp
(
δΘ[n]g
)
R[n], (8.7)
kjer je δΘ[n]g antisimetricˇna matrika z osnim vektorjem δϑ[n]g ; zgornji indeks [n] pomeni popravek iz sta-
nja pri cˇasu tn v cˇas tn+1. Kolicˇina δϑ[n]g ne predstavlja trenutnega iterativnega Newtonovega popravka,
saj v enacˇbe sˇe nismo vpeljali iterativnega pristopa popravljanja kolicˇin. Zaradi aditivnosti nekaterih z
rotacijo povezanih kolicˇin, kadar so izrazˇene v pomicˇni bazi, pri izpeljavi preidemo na pomicˇno bazo;
za podrobnosti glej disertacijo D. Zupana (2003), ali pa analogno izpeljavo aditivnosti za vektorje ukri-
vljenosti (5.86) iz poglavja 5.3. Tudi linearni del spremembe, δΘ[n]G oziroma δϑ[n]G , aproksimiramo v
skladu z zˇe izpeljano Newmarkovo aproksimacijo za pomike (8.6) z vsoto prispevka kotne hitrosti v
predhodnem cˇasu ω[n]G in prispevka linearne kombinacije kotnih pospesˇkov v prejsˇnjem ter trenutnem
cˇasu, α
[n]
G[n]
in α[n+1]
G[n+1]
:
δϑ
[n]
G[n+1]
= ∆tω[n]
G[n]
+∆t2
[(
1
2
− β
)
α
[n]
G[n]
+ βα[n+1]
G[n+1]
]
. (8.8)
Aproksimacija kotne hitrosti je enako oblikovana kot aproksimacija hitrosti (8.5):
ω
[n+1]
G[n+1]
= ω[n]
G[n]
+∆t
[
(1− γ) α[n]
G[n]
+ γα[n+1]
G[n+1]
]
. (8.9)
ˇCetudi skalarjev β in γ ne dolocˇimo tako, da bi enacˇbi (8.8)–(8.9) predstavljali tocˇna izraza za popravek
rotacije in kotne hitrosti, pa predstavlja R˜[n+1] = exp
(
δΘ˜[n]g (β)
)
R[n] lokalno aproksimacijo operatorja
R[n+1] = exp
(
δΘ[n]g
)
R[n] tretjega reda; dokaz najdemo v [Simo, Vu-Quoc, 1988].
Zaradi nelinearnosti diskretnih enacˇb prostorskega nosilca za dinamiko jih je potrebno resˇevati iterativno.
Izpeljane implicitne aproksimacije (8.4)–(8.9) se nanasˇajo na konstanten cˇasovni korak. Z vpeljavo
locˇevanja med dvema zaporednima iterativnima stanjema i in i+1 v istem cˇasovnem koraku pa izpeljemo
ustrezne iterativne izraze, ki pa zavzamejo eksplicitno obliko. Kratko nakazˇimo potek izpeljave le za
kotne kolicˇine. Zaradi mnozˇice razlicˇnih stanj je pomembno tocˇno opredeliti kolicˇino in pripadajocˇo
bazo, v kateri je izrazˇena; zato v nadaljevanju sistematicˇno navajamo pomene indeksnih oznak:
• (∗)[n]
G[n]
je kolicˇina (∗) ob zakljucˇku stanja v cˇasu tn, izrazˇeno v pomicˇni bazi zakljucˇnega stanja v
cˇasu tn, G
[n];
• (∗)[n]
i,G
[n+1]
i
pomeni spremembo kolicˇine (∗) od stanja v cˇasu tn do stanja v i-ti iteraciji ob cˇasu
tn+1, izrazˇeno v predhodni iteracijski pomicˇni bazi G[n+1]i ;
• (∗)[n]
i+1,G
[n+1]
i+1
pomeni spremembo kolicˇine (∗) od stanja v cˇasu tn do stanja v i + 1-vi iteraciji ob
cˇasu tn+1, izrazˇeno v (trenutni) pomicˇni bazi G[n+1]i+1 ;
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• (∗)[n+1]
i,G
[n+1]
i
je kolicˇina (∗) v i-ti iteraciji ob cˇasu tn+1, izrazˇeno v predhodni iteracijski pomicˇni bazi
G
[n+1]
i ;
• (∗)[n+1]
i+1,G
[n+1]
i+1
je kolicˇino (∗) v i+1-vi iteraciji ob cˇasu tn+1, izrazˇeno v trenutni iteracijski pomicˇni
bazi G[n+1]i+1 .
Trenutne linearne popravke neznank (iz iteracije i v iteracijo i + 1 v cˇasu tn+1) oznacˇujemo zgolj z
indeksom baze, na primer δug in δϑg. Aproksimacijo spremembe rotacije iz cˇasa tn do cˇasa tn+1 za dve
zaporedni iteracijski stanji i in i+ 1 zapisˇemo v skladu z enacˇbo (8.8) in vpeljanimi oznakami:
δ
(
ϑ
[n]
i,G
[n+1]
i
)
= ∆tω[n]
G[n]
+∆t2
[(
1
2
− β
)
α
[n]
G[n]
+ βα[n+1]
i,G
[n+1]
i
]
(8.10)
δ
(
ϑ
[n]
i+1,G
[n+1]
i+1
)
= ∆tω[n]
G[n]
+∆t2
[(
1
2
− β
)
α
[n]
G[n]
+ βα[n+1]
i+1,G
[n+1]
i+1
]
.
Enacˇbi medsebojno odsˇtejemo in uredimo
α
[n+1]
i+1,G
[n+1]
i+1
= α[n+1]
i,G
[n]
i
+
1
β∆t2
[
δϑ
[n]
i+1,G
[n+1]
i+1
− δϑ[n]
i,G
[n+1]
i
]
. (8.11)
Enacˇba (8.11) predstavlja eksplicitni postopek za izracˇun priblizˇka kotnega pospesˇka iz iteracije i v itera-
cijo i+ 1 v cˇasu tn+1. δϑ[n]
i+1,G
[n+1]
i+1
predstavlja spremembo rotacijskega vektorja od cˇasa tn do iteracije
i + 1 v cˇasu tn+1, izrazˇeno v trenutni bazi in ni enaka trenutnemu linearnemu popravku rotacijskega
vektorja δ⇀ϑ. V i+ 1-vi iteraciji ob cˇasu tn+1 se izracˇuna iz predhodne spremembe rotacijskega vektorja
od cˇasa tn do i-te iteracije ob cˇasu tn+1, izrazˇene v predhodni bazi, to je iz δϑ[n]
i,G
[n+1]
i
, z multiplikativnim
dodajanjem trenutne linearne spremembe δϑ
G
[n+1]
i+1
, izrazˇene v trenutni bazi:
δϑ
[n]
i+1,G
[n+1]
i+1
= exp−1
(
exp
(
δϑ
[n]
i,G
[n+1]
i
)
exp
(
δϑ
G
[n+1]
i+1
))
. (8.12)
Kot je bilo omenjeno, trenutna linearna sprememba δϑ
G
[n+1]
i+1
nima zgornjega indeksa. Oznaka exp−1 v
izrazu (8.12) je inverz eksponentne preslikave matricˇnega argumenta R in oznacˇuje postopek (in ne pre-
slikave, saj postopek ni enolicˇen) dolocˇitve osnega vektorja ϑ antisimetricˇnega operatorjaΘ, ki pripada
dani rotaciji R = exp (Θ). Ker pri implementaciji uporabljamo zgolj kvaternionsko parametrizacijo
rotacije, se numericˇni izvedbi tega inverza podrobno ne posvetimo. Primer numericˇno stabilnega algo-
ritma za inverz eksponentne preslikave matricˇnega argumenta je Spurrierov algoritem [Spurrier, 1978];
njegova uporaba je na podrocˇju tocˇnih teorij prostorskih nosilcev zelo razsˇirjena, vpeljal pa jo je Simo z
razlicˇnimi sodelavci (1986, 1988, 1991).
Ob locˇevanju dveh zaporednih iterativnih stanj v cˇasu tn+1 iz enacˇbe (8.9) sledita izraza za koncˇne kotne
hitrosti
ω
[n+1]
i,G
[n+1]
i
= ω[n]
G[n]
+∆t
[
(1− γ) α[n]
G[n]
+ γα[n+1]
i,G
[n+1]
i
]
ω
[n+1]
i+1,G
[n+1]
i+1
= ω[n]
G[n]
+∆t
[
(1− γ) α[n]
G[n]
+ γα[n+1]
i+1,G
[n+1]
i+1
]
.
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Izraza odsˇtejemo in uredimo
ω
[n+1]
i,G
[n+1]
i
− ω[n+1]
i+1,G
[n+1]
i+1
= ∆t γ
[
α
[n+1]
i,G
[n+1]
i
−α[n+1]
i+1,G
[n+1]
i+1
]
.
Z uporabo enacˇbe (8.11) nadaljujemo s preoblikovanjem tako, da pospesˇke nadomestimo s spremembami
zasukov:
ω
[n+1]
i+1,G
[n+1]
i+1
= ω[n+1]
i,G
[n+1]
i
+
γ
β∆t
[
δϑ
[n]
i+1,G
[n+1]
i+1
− δϑ[n]
i,G
[n+1]
i
]
. (8.13)
Dobili smo eksplicitno iterativno izrazˇavo kotne hitrosti v iteraciji i + 1 s kotno hitrostjo iz predhodne
iteracije i.
Newmarkova integracijska shema za rotacijski kvaternion. Koncˇno izpeljemo sˇe Newmarkovo in-
tegracijsko shemo za rotacijske kolicˇine, izrazˇene s kvaternionsko parametrizacijo. Kolicˇine, izrazˇene z
linearnim popravkom rotacijskega vektorja, moramo zapisati v odvisnosti od linearnega popravka rota-
cijskega kvaterniona, kar dosezˇemo z zvezo med obema (5.77). Najprej v izrazu (8.7) δϑ̂[n]g nadomestimo
s q̂[n]g , rotacijske matrike zamenjamo z rotacijskimi kvaternioni in dobimo
q̂[n+1] = ∆q̂[n]g ◦ q̂[n] = exp
(
1
2
δϑ[n]g
)
◦ q̂[n], za δϑ̂[n]g = 2δq̂[n]g ◦ q̂[n]∗. (8.14)
Nato enacˇbo (8.8) z uporabo povezave med linearnima popravkoma rotacijskega vektorja in rotacijskega
kvaterniona (4.57) preoblikujemo v kvaternionsko obliko:
2q̂[n]∗
G[n+1]
◦ δq̂[n]
G[n+1]
= δϑ̂
[n]
G[n+1] = ∆t ω̂
[n]
G[n]
+∆t2
[(
1
2
− β
)
α̂
[n]
G[n]
+ β α̂[n+1]
G[n+1]
]
δq̂
[n]
G[n+1]
=
1
2
q̂
[n]∗
G[n+1]
◦
{
∆t ω̂[n]
G[n]
+∆t2
[(
1
2
− β
)
α̂
[n]
G[n]
+ β α̂[n+1]
G[n+1]
]}
.
Enacˇba (8.9) ostane nespremenjena. Enacˇbe Newmarkove integracijske sheme, prirejene za rotacijski
kvaternion, so zbrane v preglednici 8.1.
Preglednica 8.1: Posplosˇena implicitna Newmarkova shema za rotacijski kvaternion
Table 8.1: Generalized Newmark implicit time-stepping algorithm for rotational quaternion
preme kolicˇine
δu
[n]
g = ∆tv
[n]
g +∆t2
[(
1
2 − β
)
a
[n]
g + β a
[n+1]
g
]
r
[n+1]
g = r
[n]
g + δu
[n]
g
v
[n+1]
g = v
[n]
g +∆t
[
(1− γ)a[n]g + γ a[n+1]g
]
kotne kolicˇine
δq̂
[n]
G = q̂
[n]
G ◦ 12
{
∆t ω̂ [n]
G[n]
+∆t2
[(
1
2 − β
)
α̂
[n]
G[n]
+ β α̂[n+1]
G[n+1]
]}
q̂[n+1]g = exp
(
δq̂[n]g ◦ q̂[n]∗g
)
◦ q̂[n]g = q̂[n]G ◦ exp
(
q̂
[n]∗
G[n]
◦ δq̂[n]
G[n]
)
ω
[n+1]
G = ω
[n]
G[n]
+∆t
[
(1− γ) α[n+1]
G[n+1]
+ γ α[n]
G[n]
]
Preoblikujmo sˇe eksplicitne iterativne izraze za popravljanje kotnih hitrosti in pospesˇkov iz iteracije i v
iteracijo i + 1 v odvisnosti od osnovnih rotacijskih neznank problema δq̂g. Najprej zapisˇimo kolicˇino
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δϑ
[n]
i+1,G
[n+1]
i+1
v odvisnosti od trenutnega popravka δq̂g. Trenutni rotacijski kvaternion q̂[n+1]i+1 ima v bazah
Bg in BG[n+1]i+1 enak komponentni zapis
q̂
[n+1]
i+1,g = q̂
[n+1]
i+1,G
[n+1]
i+1
.
Zapisˇemo ga lahko kot kompozitum prejsˇnjih stanj in popravkov na vecˇ nacˇinov, na primer
q̂
[n+1]
i+1,g = ∆q̂g ◦ q̂[n+1]i,g
q̂
[n+1]
i+1,G
[n+1]
i+1
= q̂[n]
G[n]
◦∆q̂[n]
i+1,G
[n+1]
i+1
. (8.15)
Uposˇtevali smo, da popravke rotacijskim kvaternionom v ustrezno izbranih bazah dodajamo z leve ali z
desne (glej poglavje 4.2.2). ˇCe uposˇtevamo sˇe, da ima kvaternion q̂[n] v bazah Bg in BG[n] enak zapis:
q̂[n]g = q̂
[n]
G[n]
,
lahko zapisˇemo enakost
∆q̂g ◦ q̂[n+1]i,g = q̂[n]g ◦∆q̂[n]i+1,G[n+1]i+1 . (8.16)
Iz (8.16) izrazimo δϑ[n]
i+1,G
[n+1]
i+1
v odvisnosti od rotacijskega kvaterniona in njegovega linearnega po-
pravka:
∆q̂[n]
i+1,G
[n+1]
i+1
= q̂[n]∗g ◦∆q̂g ◦ q̂[n+1]i,g
q̂[n]∗g ◦ δq̂[n]
i+1,G
[n+1]
i+1
= exp−1
(
q̂[n]∗g ◦∆q̂g ◦ q̂[n+1]i,g
)
(8.17)
δϑ
[n]
i+1,G
[n+1]
i+1
= 2 exp−1
(
q̂[n]∗g ◦∆q̂g ◦ q̂[n+1]i,g
)
. (8.18)
Inverz eksponentne preslikave kvaternionskega argumenta exp−1 je opredeljen v dodatku B3.
Izrazimo sˇe linearno in multiplikativno spremembo med trenutnim rotacijskim kvaternionom q̂[n+1]i+1 in
rotacijskim kvaternionom q̂[n] zakljucˇenega stanja pri cˇasu tn, torej med δq̂[n]i+1 in ∆q̂[n]i+1, v odvisnosti od
trenutne linearne in multiplikativne spremembe, δq̂ in ∆q̂. Najprej v enacˇbi (8.16) uposˇtevamo q̂[n]g =
q̂
[n]
G[n]
in q̂[n+1]i+1,g = q̂
[n+1]
i+1,G
[n+1]
i+1
ter izrazimo q̂[n]∗g
q̂[n]∗g = q̂
[n+1]∗
i,G
[n+1]
i
◦∆q̂[n]
i,G
[n+1]
i
. (8.19)
Nato iz enacˇbe (8.17) izrazimo δq̂[n]
i+1,G
[n+1]
i+1
, uporabimo (8.19) in dobimo
δq̂
[n]
i+1,G
[n+1]
i+1
= q̂[n]g ◦ exp−1
(
q̂[n]∗g ◦∆q̂g ◦ q̂[n+1]i,g
)
= q̂[n]g ◦ exp−1
(
∆q̂[n]
i,G
[n+1]
i
◦ q̂[n+1]∗i,g ◦∆q̂g ◦ q̂[n+1]i,g
)
= q̂[n]g ◦ exp−1
(
∆q̂[n]
i,G
[n+1]
i
◦∆q̂
G
[n+1]
i
)
(8.20)
∆q̂[n]
i+1,G
[n+1]
i+1
= ∆q̂[n]
i,G
[n+1]
i
◦∆q̂
G
[n+1]
i+1
. (8.21)
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Po primerjavi z enacˇbo (8.12) vidimo, da je popravljanje kolicˇine ∆q̂[n]
i+1,G
[n+1]
i+1
v kvaternionski parame-
trizaciji rotacij povsem analogno popravljanju kolicˇine δϑ[n]i+1,G oziroma pripadajocˇe rotacijske matrike
R
(
δϑ
[n]
i+1,G
)
. Rezultat se prav tako ujema z izpeljanim pravilom iz poglavja 4.2.2 o desnem dodajanju
rotacijskih kvaternionov, kadar so ti zapisani v svojih koncˇnih bazah.
S pomocˇjo izpeljanih izrazov (8.14), (8.18) in (8.20)–(8.21) lahko eksplicitne iterativne izraze za apro-
ksimacijo hitrosti in pospesˇkov (8.11) in (8.13) direktno preuredimo v kvaternionski zapis. Eksplicitni
iterativni izrazi za aproksimacijo hitrosti in pospesˇkov z uporabo kvaternionske parametrizacije rotacije
so urejeni v preglednici 8.2.
Preglednica 8.2: Aproksimacije za popravljanje dinamicˇnih kolicˇin
Table 8.2: Approximate formulae for dynamic quantities
pomiki zasuki
r
[n+1]
i+1,g = r
[n+1]
i,g + δu q̂
[n+1]
i+1,g = ∆q̂g ◦ q̂[n+1]i,g , ∆q̂g = exp
(
δq̂g ◦ q̂[n+1]∗i,g
)
δq̂
[n]
i+1,G
[n+1]
i+1
= q̂[n]g ◦ exp−1
(
q̂[n]∗g ◦∆q̂g ◦ q̂[n+1]i,g
)
v
[n+1]
i+1,g = v
[n+1]
i,g +
γ
β∆tδu ω̂
[n+1]
i+1,G
[n+1]
i+1
= ω̂[n+1]
i,G
[n+1]
i
+ 2γβ∆t q̂
[n]∗ ◦
[
δq̂
[n]
i+1,G
[n+1]
i+1
− δq̂[n]
i,G
[n+1]
i
]
a
[n+1]
i+1,g = a
[n+1]
i,g +
1
β∆t2
δu α̂
[n+1]
i+1,G
[n+1]
i+1
= α̂[n+1]
i,G
[n+1]
i
+ 2
β∆t2
q̂[n]∗g ◦
[
δq̂
[n]
i+1,G
[n+1]
i+1
− δq̂[n]
i,G
[n+1]
i
]
8.1.1 Zacˇetni priblizˇki za nov cˇasovni korak: prediktor
Po zakljucˇeni iteraciji pri cˇasu tn potrebujemo zacˇetni priblizˇek za nov cˇasovni korak tn+1. Rezultati
predhodne zakljucˇene iteracije pri cˇasu tn so po izkusˇnjah avtorjev cˇlanka [Simo, Vu-Quoc, 1988] ne-
primerni, da jih direktno uporabimo kot zacˇetni priblizˇek pri naslednjem cˇasovnem koraku tn+1, zato
predlagajo, da na zacˇetku vsakega cˇasovnega koraka predpostavimo nicˇelni prirastek pomikov in zasu-
kov: r[n+1]g,0 = r
[n]
g in R[n+1]0 = R
[n]
, enacˇbe za hitrosti in pospesˇke pa na podlagi teh predpostavk
izpeljemo iz enacˇb za prehajanje med cˇasovnimi koraki, preglednica 8.1. Obrazca za zacˇetne priblizˇke
hitrosti ostaneta nespremenjena
v
[n+1]
g,0 = v
[n]
g +∆t
[
(1− γ)a[n]g + γa[n+1]g,0
]
(8.22)
ω̂
[n+1]
G,0 = ω̂
[n]
G +∆t
[
(1− γ) α̂[n]G + γα̂[n+1]G,0
]
, (8.23)
medtem ko sta obrazca za zacˇetne priblizˇke pospesˇkov drugacˇna
a
[n+1]
g,0 = −
1
∆t β
v[n]g −
1
β
(
1
2
− β
)
a[n]g (8.24)
α̂
[n+1]
G,0 = −
1
∆t β
ω̂
[n]
G −
1
β
(
1
2
− β
)
α̂
[n]
G . (8.25)
Enacˇbe (8.22)–(8.25) imenujemo prediktor novega cˇasovnega koraka.
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8.2 Priprava enacˇb za numericˇni racˇun
Pripravljeno imamo diskretizacijo neznank in glavnih enacˇb (6.82)–(6.83) in naravne robne pogoje
(6.86)–(6.89). Skupaj tvorijo sistem 7 · (N + 2) navadnih nelinearnih diferencialnih enacˇb za prav toliko
neznank:
f ′k1 :
[
q̂′k ◦ ĈN
(
γkG,κ
k
G
)
◦ q̂∗k + q̂k ◦ Ĉ ′N
(
γkG,κ
k
G
)′ ◦ q̂∗k + q̂k ◦ ĈN (γkG,κkG) ◦ q̂∗′]
IR3
(8.26)
+ nkg − ρAr akg = 0
f̂
′k
2 :
[
q̂′k ◦ ĈM
(
γkG,κ
k
G
)
◦ q̂∗k + q̂k ◦ Ĉ ′M
(
γkG,κ
k
G
)
◦ q̂∗k + q̂ ◦ ĈM
(
γkG,κ
k
G
)
◦ q̂∗′k
]
IR3
(8.27)
+ m̂kg − Ŝ
(
q̂k ◦ ĈN
(
γkG,κ
k
G
)
◦ q̂∗k
)
r̂ ′kg
− q̂k ◦
(
Ĵ
(
q̂∗k ◦ α̂kg ◦ q̂k
))
◦q̂∗k − Ω̂kg
(
q̂k ◦
(
Ĵ
(
q̂∗k ◦ ω̂kg ◦ q̂k
))
◦ q̂ ∗
)
= 0̂
h1 : S0 +NL/2g +
L/2∫
0
ngdx−
L/2∫
0
ρAr
··
ugdx = 0 (8.28)
ĥ2 : P̂
0
+ M̂
L/2
g +
L/2∫
0
m̂gdx−
L/2∫
0
Ŝ
(
q̂ ◦ ĈN (γG,κG) ◦ q̂ ∗
)
r̂ ′gdx (8.29)
−
L/2∫
0
q̂ ◦
(
Ĵ (q̂ ∗ ◦ α̂g ◦ q̂)
)
◦q̂ ∗dx−
L/2∫
0
Ω̂g
(
q̂ ◦
(
Ĵ ω̂G
)
◦ q̂ ∗
)
dx = 0̂
h3 : SL −NL/2g +
L∫
L/2
ngdx−
L∫
L/2
ρAr
··
ugdx = 0 (8.30)
ĥ4 : P̂
L − M̂L/2g +
L∫
L/2
m̂gdx−
L∫
L/2
Ŝ
(
q̂ ◦ ĈN (γG,κG) ◦ q̂ ∗
)
r̂ ′gdx (8.31)
−
L∫
L/2
q̂ ◦
(
Ĵ (q̂ ∗ ◦ α̂g ◦ q̂)
)
◦q̂ ∗dξ −
L∫
L/2
Ω̂g
(
q̂ ◦
(
Ĵ ω̂G
)
◦ q̂ ∗
)
dξ = 0̂.
Ko v diskreten sistem diferencialnih enacˇb gibanja nosilca vpeljemo aproksimacije dinamicˇnih kolicˇin
– hitrosti, pospesˇke, kotne hitrosti in kotne pospesˇke, ki so zbrane v preglednici 8.2 – iz diferencialnih
enacˇb nastanejo algebrajske enacˇbe, ki pa so sˇe vedno nelinearne. Zato uporabimo Newtonovo shemo za
resˇevanje nelinearnih enacˇb, ki smo jo opisali zˇe v poglavju 5.3.2. Newtonova metoda zahteva lineariza-
cijo dobljenih nelinearnih algebrajskih enacˇb; kar zadeva linearizacije je bilo veliko dela storjenega zˇe v
poglavju 5.3, kjer smo linearizirali staticˇne enacˇbe. Po primerjavi staticˇnih (5.41)–(5.46) in dinamicˇnih
(8.26)–(8.31) enacˇb ugotovimo, da moramo pripraviti le sˇe linearizacijo (kotnih) hitrosti in pospesˇkov
in tistih cˇlenov enacˇb, ki te kolicˇine vsebujejo. Obicˇajno dinamicˇnih cˇlenov v linearizirani obliki ne
dodamo tangentni togostni matriki K, temvecˇ jih zdruzˇimo v novi matriki M . Tako enacˇba Newtonove
iterativne metode (5.50) zavzame obliko(
K [n] +M [n]
)
δy = −f [n] (8.32)
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y[n+1] = δy + y[n].
Matriko lineariziranih dinamicˇnih cˇlenov imenujemo masna matrika, saj v najpreprostejsˇem primeru
tocˇkovnih mas M dejansko vsebuje njihove mase. Matrika K [n] pa se izrazˇa enako kot pri staticˇni
analizi nosilcev.
8.3 Linearizacija hitrosti in pospesˇkov
Povsem preprosta je linearizacija premih hitrosti in pospesˇkov, izrazˇenih z enacˇbami iz preglednice 8.2:
δvg =
γ
β∆t
δug δag =
1
β∆t2
δug. (8.33)
V (8.33) smo poenostavili zapise linearizacije hitrosti in pospesˇka
δvg = D (vg)ug [δug] δag = D (ag)ug [δug] .
Malo vecˇ dela nam nalagata linearizaciji kotne hitrosti in pospesˇka. Posebej si oglejmo linearizacijo
δq̂
[n]
i+1,G
[n]
i+1
po osnovnih rotacijskih spremenljivkah. V enacˇbi (8.20) je δq̂[n]
i+1,G
[n]
i+1
izrazˇena z osnovnimi
rotacijskimi spremenljivkami, toda v tej izrazˇavi nastopa inverz eksponentne preslikave kvaternionskega
argumenta. Preslikavo nacˇelno sicer znamo linearizirati (glej dodatek B), kadar je argument inverzne
eksponentne preslikave posamicˇen rotacijski kvaternion. V izrazu (8.20) pa se v inverzu eksponentne
preslikave pojavi produkt treh rotacijskih kvaternionov, kar zahteva posebno skrb. Izraz (8.20) preobli-
kujemo v obliko
exp
(
q̂[n]∗g ◦ δq̂[n]
i+1,G
[n+1]
i+1
)
= q̂[n]∗g ◦∆q̂g ◦ q̂[n+1]i,g
in po definiciji smernega odvoda (dodatek A, definicija 3) lineariziramo obe strani enacˇbe:
d
dε
[
exp
(
q̂[n]∗g ◦ δq̂[n]
i+1,G
[n+1]
i+1
(ε)
)]
ε=0
=
d
dε
[
q̂[n]∗g ◦∆q̂g (ε) ◦ q̂[n+1]i,g
]
ε=0
.
Na vsaki strani enacˇaja se pojavi odvod eksponentne preslikave kvaternionskega argumenta po skalarju
ε, saj je ∆q̂g (ε) = exp
(
ε δq̂g ◦ q̂[n+1]∗i,g
)
. Odvod eksponentne preslikave je izpeljan v dodatku B2; tako
dobimo
A(q̂[n]∗g ◦ δq̂[n]i+1,G[n+1]i+1 (ε)
) d(q̂[n]∗g ◦ δq̂[n]
i+1,G
[n+1]
i+1
(ε)
)
dε

ε=0
= (8.34)
=
[
q̂[n]∗g ◦A
(
ε δq̂g ◦ q̂[n+1]∗i,g
)(
q̂[n]∗g ◦ δq̂g ◦ q̂[n+1]∗i,g ◦ q̂[n+1]i,g
)]
ε=0
.
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Zaradi vecˇje preglednosti locˇeno obravnavamo posamezne dele enacˇbe (8.34). Vstavimo ε = 0 in za
A
(
q̂[n]∗g ◦ δq̂[n]
i+1,G
[n+1]
i+1
(ε)
)
dobimo[
A
(
q̂[n]∗g ◦ δq̂[n]
i+1,G
[n+1]
i+1
(ε)
)]
ε=0
= A
(
q̂[n]∗g ◦ q̂[n]g ◦ exp−1
(
q̂[n]∗g ◦∆q̂g (0) ◦ q̂[n+1]i,g
))
= A
(
exp−1
(
q̂[n]∗g ◦ exp
(
0 δq̂g ◦ q̂[n+1]∗i,g
)
◦ q̂[n+1]i,g
))
= A
(
exp−1
(
q̂[n]∗g ◦ 1̂ ◦ q̂[n+1]i,g
))
= A
(
exp−1
(
∆q̂[n]
i,G
[n+1]
i
))
= A
(
q̂[n]∗g ◦ δq̂[n]
i,G
[n+1]
i
)
.
Rezultat je smiselen, saj pove, da se v primeru, ko je trenutni popravek δq̂g enak nicˇ, kolicˇini δq̂[n]
i+1,G
[n+1]
i+1
in δq̂[n]
i,G
[n+1]
i
ujemata. V naslednjem delu enacˇbe (8.34)d
(
q̂[n]∗g ◦ δq̂[n]
i+1,G
[n+1]
i+1
(ε)
)
dε

ε=0
= q̂[n]∗g ◦ D
(
δq̂
[n]
i+1,G
[n+1]
i+1
)
q̂[n+1]i+1,g
[
δq̂g
]
nastopa iskana linearizacija δq̂[n]
i+1,G
[n+1]
i+1
po δq̂g. Za naslednji izsek enacˇbe (8.34), z zapisom[
A
(
ε δq̂g ◦ q̂[n+1]∗i,g
)]
ε=0
, po definiciji (B.6) matrike A in za ε = 0 dobimo
A
(
0̂
)
= I.
Torej celotnemu izrazu (8.34) pripada zapis
A
(
q̂[n]∗g ◦ δq̂[n]
i,G
[n+1]
i
)(
q̂[n]∗g ◦ D
(
δq̂
[n]
i+1,G
[n+1]
i+1
)
q̂[n+1]i+1,g
[
δq̂g
])
= q̂[n]∗g ◦ δq̂g ◦ q̂[n+1]∗i,g ◦ q̂[n+1]i,g ,
iz katerega izrazimo iskano linearizacijo δq̂[n]
i+1,G
[n+1]
i+1
D
(
δq̂
[n]
i+1,G
[n+1]
i+1
)
q̂[n+1]i+1,g
[
δq̂g
]
= φL
(
q̂[n]g
)
A−1
(
q̂[n]∗g ◦ δq̂[n]
i,G
[n+1]
i
)
φL
(
q̂[n]∗g
)
δq̂g. (8.35)
Sedaj je tudi linearizacija popravkov kotne hitrosti in pospesˇka cˇisto preprosta:
D
(
δω̂
[n+1]
i+1,G
[n+1]
i+1
)
q̂[n+1]i+1,g
[
δq̂g
]
=
2γ
β∆t
φL
(
q̂[n]∗
)
D
(
δq̂
[n]
i+1,G
[n+1]
i+1
)
q̂[n+1]i+1,g
[
δq̂g
] (8.36)
D
(
δα̂
[n+1]
i+1,G
[n+1]
i+1
)
q̂[n+1]i+1,g
[
δq̂g
]
=
2
β∆t2
φL
(
q̂[n]∗
)
D
(
δq̂
[n]
i+1,G
[n+1]
i+1
)
q̂[n+1]i+1,g
[
δq̂g
]
. (8.37)
ˇSe preprostejsˇi izraz pa dobimo, cˇe poenostavimo zapisa linearizacije kotne hitrosti in pospesˇka v trenutni
bazi
D
(
δω̂
[n+1]
i+1,G
[n+1]
i+1
)
q̂[n+1]i+1,g
[
δq̂g
]
= δω̂G D
(
δα̂
[n+1]
i+1,G
[n+1]
i+1
)
q̂[n+1]i+1,g
[
δq̂g
]
= δα̂G
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ter uposˇtevamo, da se po vkljucˇitvi (8.35) v enacˇbi (8.36)–(8.37) faktorja φL
(
q̂[n]g
)
in φL
(
q̂[n]∗
)
po-
krajsˇata:
δω̂G =
2γ
β∆t
A−1
(
q̂[n]∗g ◦ δq̂[n]
i,G
[n+1]
i
)
φL
(
q̂[n]∗g
)
φR
(
q̂[0]g
)
δk̂g (8.38)
δα̂G =
2
β∆t2
A−1
(
q̂[n]∗g ◦ δq̂[n]
i,G
[n+1]
i
)
φL
(
q̂[n]∗g
)
φR
(
q̂[0]g
)
δk̂g. (8.39)
Koncˇna izraza za linearizacijo kotne hitrosti in pospesˇka sta zapisana z uporabo (5.61) v odvisnosti od
variacije osnovne spremenljivke δk̂g = δq̂g ◦ q̂0,g. V enacˇbi (6.71) pa poleg ω̂G = q̂ ∗g ◦ ω̂g ◦ q̂g in
α̂G = q̂ ∗g ◦
·
ω̂g ◦ q̂g nastopa tudi ω̂g, ki jo je prav tako potrebno linearizirati. Ker velja
ω̂g = q̂g ◦ ω̂G ◦ q̂ ∗g ,
dobimo
δω̂g = φR
(
q̂[0]g ◦ ω̂G ◦ q̂ ∗g
)
δk̂g + φL
(
q̂g
)
φR
(
q̂ ∗g
)
δω̂G + φL
(
q̂g ◦ ω̂G ◦ q̂[0]∗g
)
Λδk̂.
8.4 Linearizacija posameznih cˇlenov enacˇb
Pripravili smo linearizacije posamicˇnih dinamicˇnih kolicˇin, zato lahko nadaljujemo z linearizacijo posa-
micˇnih cˇlenov glavnih enacˇb f1, f̂2 in robnih enacˇb h1 do ĥ4, ki vsebujejo dinamicˇne kolicˇine. Tem
cˇlenom dodelimo naslednje oznake
1
dyf = −ρAr ag
2A
dy f = −q̂ ◦
(
Ĵ (q̂ ∗ ◦ α̂g ◦ q̂)
)
◦q̂ ∗ = −q̂ ◦
(
Ĵ α̂G
)
◦q̂ ∗
2B
dy f = −Ω̂g
(
q̂ ◦
(
Ĵ (q̂ ∗ ◦ ω̂g ◦ q̂)
)
◦ q̂ ∗
)
= Ŝ (ω̂g)
(
q̂ ◦
(
Ĵ ω̂G
)
◦ q̂ ∗
)
in
1
dyh = −
L/2∫
0
ρAr agdξ
3
dyh = −
L∫
L/2
ρAr agdξ
2A
dy h = −
L/2∫
0
q̂ ◦
(
Ĵ α̂G
)
◦q̂ ∗dξ 4Ady h = −
L∫
L
q̂ ◦
(
Ĵ α̂G
)
◦q̂ ∗dξ
2B
dy h = −
L/2∫
0
Ŝ (ω̂g)
(
q̂ ◦
(
Ĵ ω̂G
)
◦ q̂ ∗
)
dξ 4Bdy h = −
L∫
L
Ŝ (ω̂g)
(
q̂ ◦
(
Ĵ ω̂G
)
◦ q̂∗
)
dξ.
Antisimetricˇno matrikoΩg oziroma njeno razsˇiritev Ω̂g smo zapisali kot splosˇno antisimetricˇno matriko
(glej definicijo 3.21 in tocˇko 1 opombe 10)
Ω̂g = Ŝ (ωg) .
Linearizacijo vseh dinamicˇnih kolicˇin izvedemo direktno. Vektor vseh diskretnih neznank oznacˇimo z
Zupan, E. 2010. Dinamika prostorskih nosilcev s kvaternionsko parametrizacijo rotacij 107
Doktorska disertacija. Ljubljana, UL, Fakulteta za gradbenisˇtvo in geodezijo, Konstrukcijska smer.
y, njegovo variacijo pa z δy:
yg=

u0g
k̂
0
g
u1g
k̂
1
g
.
.
.
uN+1g
k̂
N+1
g

δyg=

δu0g
δk̂
0
g
δu1g
δk̂
1
g
.
.
.
δuN+1g
δk̂
N+1
g

.
Linearizacije dinamicˇnih cˇlenov oznacˇimo z operatorjem δ, na primer D
(
1
dyf
)
yg
[
δyg
]
= δ1dyf . Line-
arizacije trikomponentnih vektorskih cˇlenov so preproste
δ1dyf = −ρAr δag
δ1dyh = −
L/2∫
0
ρAr δagdξ δdyh3 = −
L∫
L/2
ρAr δagdξ.
Zaradi podobnosti prikazujemo postopek linearizacije le nekaterih sˇtirikomponentnih cˇlenov. Lineariza-
cija cˇlena 2Ady f je
δ2Ady f = −δq̂g ◦
(
Ĵ α̂G
)
◦ q̂ ∗ − q̂ ◦
(
Ĵ δα̂G
)
◦ q̂ ∗ − q̂ ◦
(
Ĵ α̂G
)
◦ δ (q̂ ∗)
= −φR
(
Ĵ α̂G ◦ q̂ ∗
)
δq̂g − φL (q̂)φR (q̂ ∗) Ĵ δα̂G
− φL
(
q̂ ◦ Ĵ α̂G
)
Λ δq̂g.
Matriko Λ smo spoznali zˇe v poglavju 5.3.3, enacˇba (5.53), prav tako pa zˇe poznamo linearizacijo ce-
lotnega rotacijskega kvaterniona ter kotne hitrosti in pospesˇka v smeri δk̂g. Ker je S linearen operator
svojega argumenta, je njegova linearizacija enaka zacˇetnemu operatorju, DS⇀a [δ⇀a] = S (δ⇀a), kar je po-
kazano v primeru 1, glej dodatek A. Linearizacija 2Bdy f je tako
δ2Bdy f = −S (δωg)
(
q̂ ◦
(
Ĵ ω̂G
)
◦ q̂∗
)
− S (ωg)
(
δq̂g ◦
(
Ĵ ω̂G
)
◦ q̂ ∗
)
− S (ωg)
(
q̂ ◦
(
Ĵ δω̂G
)
◦ q̂ ∗
)
− S (ωg)
(
q̂ ◦
(
Ĵ ω̂G
)
◦ δq̂ ∗g
)
= S
(
q̂ ◦
(
Ĵ ω̂G
)
◦ q̂∗
)
δωg − S (ωg)φR
(
Ĵ ω̂G ◦ q̂ ∗
)
δq̂g
− S (ωg)φL (q̂)φR (q̂ ∗) Ĵ δω̂G − S (ωg)φL
(
q̂ ◦ Ĵ ω̂G
)
Λ δq̂g.
Pri preureditvi prvega cˇlena iz kvaternionskega v matricˇni zapis smo uporabili lastnost (5.69) antisime-
tricˇnih matrik: Ŝ (â) b̂ = −Ŝ
(
b̂
)
â, kar velja za poljubna cˇista kvaterniona â, b̂.
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Linearizacija preostalih sˇtirikomponentnih dinamicˇnih cˇlenov ima obliko:
δ2Ady h = −
L/2∫
0
[
φR
(
Ĵ δα̂G ◦ q̂ ∗
)
δq̂g + φL (q̂)φR (q̂
∗) Ĵ δα̂G
+φL
(
q̂ ◦ Ĵ δα̂G
)
Λ δq̂g
]
dξ
δ2Bdy h =
L/2∫
0
[
S
(
q̂ ◦
(
Ĵ ω̂G
)
◦ q̂ ∗
)
δωg − S (ωg)φR
(
Ĵ ω̂G ◦ q̂ ∗
)
δq̂g
−S (ωg)φL (q̂)φR (q̂ ∗) Ĵ δω̂G − S (ωg)φL
(
q̂ ◦ Ĵ ω̂G
)
Λ δq̂g
]
dξ
δ4Ady h = −
L∫
L/2
[
φR
(
Ĵ δα̂G ◦ q̂ ∗
)
δq̂g + φL (q̂)φR (q̂
∗) Ĵ δα̂G
+φL
(
q̂ ◦ Ĵ δα̂G
)
Λ δq̂g
]
dξ
δ4Bdy h =
L∫
L/2
[
S
(
q̂ ◦
(
Ĵ ω̂G
)
◦ q̂ ∗
)
δωg − S (ωg)φR
(
Ĵ ω̂G ◦ q̂ ∗
)
δq̂g
−S (ωg)φL (q̂)φR (q̂ ∗) Ĵ δω̂G − S (ωg)φL
(
q̂ ◦ Ĵ ω̂G
)
Λ δq̂g
]
dξ.
Z uposˇtevanjem interpolacije osnovnih neznanih funkcij (6.81) oziroma njihovih linearizacij
δug (x, t) =
N+1∑
i=0
δui (t)Li (x) δk̂ (x, t) =
N+1∑
i=0
δk̂i (t)Pi (x)
lahko variacije osnovnih kolicˇin v izrazih δdyh1 − δdyh3 in v δdyf2A − δdyf4B hitro izpostavimo iz
integrala.
8.5 Numericˇna integracija po kraju
Tako kot pri enacˇbah za staticˇno analizo nosilcev cˇlene v integralski obliki integriramo z uporabo Gau-
ssovih kvadraturnih formul (5.76). Izbira stopnja integracije je poljubna. Navajamo jo pri posameznih
numericˇnih primerih. V primeru linearnih elementov brez internih kolokacijskih tocˇk izberemo dvotocˇ-
kovno integracijo.
8.6 Lokalna napaka in prilagajanje cˇasovnega koraka metode
V numericˇno implementacijo vgradimo preprosto, a ucˇinkovito dvokoracˇno preverjanje lokalne napake.
Rezultate y[n+1,∆t] v cˇasu tn+1, ki so bili izracˇunani s korakom ∆t = tn+1−tn iz rezultatov y[n] pri cˇasu
tn, primerjamo z rezultati, izracˇunanimi z dvema zaporednima cˇasovnima korakoma polovicˇne dolzˇine
∆t
2
y[n]
1
2∆t−→ y[n+∆t/2]
1
2∆t−→ y[n+1]. (8.40)
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Primerjavo izvedemo s socˇasnim preverjanjem absolutne in relativne lokalne napake s pogojem
min
{∥∥∥y[n+1,∆t] − y[n+1]∥∥∥ , ∥∥y[n+1,∆t] − y[n+1]∥∥∥∥y[n+1]∥∥
}
< εtol, (8.41)
kjer je εtol predpisana meja za absolutno in relativno lokalno napako cˇasovnega koraka. Kot je razvidno
zˇe iz oznak za resˇitev v cˇasu tn+1, izberemo tocˇnejsˇo resˇitev, dobljeno s polovicˇnim korakom ∆t2 . V
primeru, ko pogoj (8.41) ni izpolnjen, razpolovimo korak, ∆t = ∆t2 , in rezultati y[n+∆t/2] iz (8.40)
postanejo koncˇni rezultati y[n+1,∆t] v cˇasu tn+1 = tn + ∆t2 .
V kolikor je zacˇetni cˇasovni korak ∆t skupaj s pogojem za lokalno napako izbran tako, da je pogoju
(8.41) ves cˇas zadosˇcˇeno, smo za preverjanje lokalne napake potrebovali polovico (50%) vecˇ cˇasovnih
korakov, kot bi jih potrebovali ob izbiri nespremenljivega cˇasovnega koraka velikosti ∆t2 .
8.7 Numericˇni testi
Delovanje Newmarkove integracijske sheme na kvaternionskih enacˇbah prostorskega nosilca preverimo
na istih numericˇnih primerih kot v poglavju 7.3. Podatkov o konstrukciji zato ne navajamo ponovno.
Podajamo pa podatke o diskretizaciji, o toleranci za lokalno napako in zacˇetni cˇasovni korak. Pri New-
markovi metodi je pomemben sˇe pogoj za ustavitev iteracij Newtonove metode, ki ga podajamo s krite-
rijem
‖δy‖ < εNew,
kjer je δy vektor trenutnih linearnih popravkov iz enacˇbe (5.50), εNew pa je podatek. Metoda vkljucˇuje
sˇe dva numericˇna parametra β ∈ [0, 12] in γ ∈ [0, 1], za katera izberemo vrednosti
β =
1
4
γ =
1
2
;
s tako izbiro parametrov postane Newmarkova metoda numericˇno stabilno trapezno pravilo brez nu-
mericˇnega dusˇenja, kot navajajo Belytschko in sodelavci v monografiji [Belytschko et al., 2000].
Spiralno gibanje upogibnega nosilca. Konstrukcija je opisana v poglavju 7.3 in predstavljena na sliki
7.1. Nosilec ponovno modeliramo z desetimi linearnimi elementi, zacˇetni cˇasovni korak izberemo enak
dvojnemu cˇasovnemu koraku iz [Ibrahimbegovic´, al Mikdad, 1998], torej ∆t0 = 1. S tem zagotovimo
zacˇetek izracˇuna rezultatov s cˇasovnim korakom ∆t2 , po preverjanju lokalne napake (8.41). Zaradi bolj
objektivne primerjave rezultata z rezultatom Ibrahimbegovic´a in al Mikdada (1998), lokalne napake
skorajda ne omejimo (εtol = 8 · 10−1) in s tem dosezˇemo, da ostane cˇasovni korak konstanten, medtem
ko za zakljucˇek Newtonove iteracije postavimo strogo omejitev:
εNew = 10−8.
Pomiki prostega krajisˇcˇa za celoten cˇasovni interval [0, 50] so prikazani na sliki 8.1. Za lazˇjo primerjavo z
resˇitvami, dobljenimi po metodi Runge-Kutta, so te dodane na sliko s pikcˇastimi cˇrtami. Dodatno s sivimi
cˇrtkanimi cˇrtami prikazujemo sˇe rezultate povzete po Ibrahimbegovic´u in al Mikdadu (1998). Dolzˇina
koraka se samodejno ni spreminjala, torej je prikazani rezultat dobljen z ekvidistantnimi cˇasovnimi ko-
raki dolzˇine 0.5.
Spreminjanje pomikov prostega krajisˇcˇa s cˇasom ima podobno obliko, kot prikazujeta avtorja [Ibrahim-
begovic´, al Mikdad, 1998], amplitude nihanja vozlisˇcˇnih pomikov u1 in u2 dosegajo iste vrednosti, toda
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Slika 8.1: Pomiki prostega krajisˇcˇa v odvisnosti od cˇasa za primer spiralnega gibanja upogibnega nosilca
z uporabo metode Newmark; 10 linearnih elementov; primerjava z resˇitvami po metodi Runge-Kutta in
z rezultati Ibrahimbegovic´a in al Mikdada (1998) (cˇrtkana cˇrta)
Figure 8.1: Free-end displacement of force driven flexible beam using the Newmark time integration me-
thod; 10 linear elements; comparison with results obtained by the Runge-Kutta time integration method
and with results by Ibrahimbegovic´ and al Mikdad (1998) (dashed-line)
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Slika 8.2: Pomiki prostega krajisˇcˇa v odvisnosti od cˇasa za primer spiralnega gibanja upogibnega nosilca
z uporabo metode Newmark; 2 linearna elementa; primerjava z resˇitvami po metodi Runge-Kutta in z
rezultati Ibrahimbegovic´a in al Mikdada (1998) (cˇrtkana cˇrta)
Figure 8.2: Free-end displacement of force driven flexible beam using the Newmark time integration
method; 2 linear elements; comparison with results obtained by the Runge-Kutta time integration method
and with results by Ibrahimbegovic´ and al Mikdad (1998) (dashed-line)
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nihajna cˇasa se zacˇneta po cˇasu t = 25 vecˇati; spomnimo se, da sta bila nihajna cˇasa pomikov u1 in u2 po
integraciji z metodo Runge-Kuta nekoliko manjsˇa, vendar konstantna. Tokrat drobne oscilacije na grafih
za pomika u1 in u2 niso opazne, kar je posledica velikega cˇasovnega koraka s katerim visˇjih nihajnih
oblik ne zajamemo. Primer izracˇunamo sˇe z mrezˇo dveh linearnih elementov. Ostali numericˇni podatki
ostanejo nespremenjeni. Tokrat so nihajni cˇasi pomikov u1 in u2 po vseh treh metodah skoraj enaki, toda
drobne oscilacije pomika u3 v rezultatu z redkejsˇo mrezˇo ponovno niso zajete.
Ker v resˇitvi z desetimi elementi opazimo neobicˇajen pojav daljsˇanja nihajnega cˇasa po cˇasu t = 25
primer analiziramo sˇe z mrezˇo 20 in 30 linearnih elementov. Z vecˇanjem sˇtevila elementov se mesto
pojavitve daljsˇanja nihajnega cˇasa odlozˇi. Tako se v primeru mrezˇe 20 elemetov korak vidno podaljsˇa
sˇele po cˇasu t = 50, pri modeliranju s 30 elementi pa sˇele po cˇasu t = 75. Podaljsˇevanje koraka fizikalno
ni opravicˇljivo, zato predstavlja napako metode. Ker uporabljen integrator ne ohranja invariant dinami-
nega sistema je podaljsˇevanje nihajnega cˇasa, kar nakazuje, da se vrtilna kolicˇina sistema ne ohranja,
pricˇakovan nacˇin kopicˇenja napake. Ker z drobljenjem mrezˇe dosegamo boljsˇe rezultate in ker je podo-
ben pojav v manj izraziti obliki opazen tudi v delu [Ibrahimbegovic´, al Mikdad, 1998] lahko zakljucˇimo,
da izbrana linearna polinomska interpolacija za rotacijske kvaternione ni najbolj primerna.
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Slika 8.3: Pomiki kolena (tocˇka A) in prostega krajisˇcˇa (tocˇka B) v odvisnosti od cˇasa po metodi Ne-
wmark za primer kolenaste konzole; primerjava z resˇitvami po metodi Runge-Kutta in z resˇitvijo iz
literature [Simo, Vu-Quoc, 1988]
Figure 8.3: The right-angle cantilever beam: time histories of elbow (A) and tip (B) displacements
employing the Newmark integration scheme and comparison with results obtained by the Runga-Kutte
method and [Simo, Vu-Quoc, 1988]
Kolenasta konzola z obtezˇbo pravokotno na ravnino. Podatki o konstrukciji so enaki tistim iz po-
glavja 7.3, konstrukcija in obtezˇba pa sta prikazani na sliki 7.4. Primera z sorazmerno velikim cˇasovnim
korakom na tako velikem cˇasovnem intervalu zaradi divergence racˇuna ne moremo izracˇunati za redke
mrezˇe, zato sprva – tako kot v poglavju 7.3 – izberemo mrezˇo 12 elementov z dvema internima tocˇkama
na element za vsak del konstrukcije dolzˇine 10 in 3. stopnjo integracije (4 integracijske tocˇke). Ostali
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podatki numericˇnega racˇuna so
∆t0 = 0.5 εtol = 8 · 10−2 εNew = 10−8.
Kljub dobri konvergenci v prvem cˇasovnem koraku pogoj lokalne napake (8.41) zahteva, da se cˇasovni
korak takoj razpolovi. Racˇun se nato vse do cˇasa t = 28.25 izvaja s korakom velikosti 0.125, ko se
ponovno pojavi deljenje koraka. Vendar se manjsˇanje koraka nadaljuje sˇe naprej in pri cˇasu t ≈ 29.8,
ko je ∆t < 10−6, racˇun ustavimo. Nato izberemo natancˇnejsˇo mrezˇo s po 16 elementi s tremi internimi
tocˇkami za vsak del konstrukcije in z integracijo stopnje 4. Tudi tokrat se cˇasovni korak takoj razpolovi.
Racˇun se do konca izvaja s korakom velikosti 0.125, kar je ravno polovica koraka, kot ga uporabita Simo
in Vu-Quoc (1988). Rezultat je predstavljen na sliki 8.3, kjer so za lazˇjo primerjavo prikazani rezultati
po metodi Runge-Kutta (pikcˇasti cˇrti) in tudi rezultati, povzeti po literaturi [Simo, Vu-Quoc, 1988] (sive
cˇrte). Najvisˇje vrednosti opazovanih pomikov so pri zadnjem izracˇunu izrazitejsˇi, to pa je lahko razlog,
da smo za izracˇun potrebovali natancˇnejsˇo mrezˇo. Rezultati po metodi Newmark se do cˇasa t = 15
skoraj povsem ujemajo z rezultati iz literature [Simo, Vu-Quoc, 1988].
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Slika 8.4: Ravninske projekcije poteka gibanja nepodprtega nosilca do cˇasa t = 5
Figure 8.4: Projections of the deformed shapes on the coordinate planes for the free-free flexible beam
to time t = 5
Nepodprt nosilec v prostem gibanju. Nepodprti nosilec, predstavljen na sliki 7.6 in s podatki iz po-
glavja 7.3, modeliramo z desetimi linearnimi elementi. Podatki numericˇnega racˇuna so
∆t0 = 0.2 εtol = 8 · 10−1 εNew = 10−8.
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S tako ohlapnim pogojem lokalne napake dosezˇemo, da se celoten racˇun izvede z nespremenljivim
cˇasovnim korakom ∆t = 0.1. Tak cˇasovni korak uporabita tudi Simo in Vu-Quoc (1988), ker se ujema
z nihajnim cˇasom druge upogibne nihajne oblike nedeformirane konstrukcije. Ker so frekvence prvih
dveh torzijskih nihajnih oblik visˇje, z izbiro takega cˇasovnega koraka ne zajamemo vplivov visˇjih ni-
hajnih oblik. Prikaz gibanja nosilca do cˇasa t = 5 je prikazan na sliki 8.4 z ravninskimi projekcijami.
Opazimo dobro ujemanje tako z rezultati po metodi Runge-Kutta iz poglavja 7.3, slika 7.7, kot z rezultati
Sima in Vu-Quoca (1988). Vecˇ razlike opazimo pri primerjanju gibanja konstrukcije do trikrat daljsˇega
cˇasa t = 15. Slika 8.5 prikazuje aksonometricˇno zaporedje deformiranih leg do cˇasa t = 15 za rezultate
po metodi Newmark (primerjaj s sliko 7.8, kjer je tak prikaz narejen za rezultate po metodi Runge-
Kutta). Zdi se, da so razlike enakega izvora kot pri primeru spiralnega gibanja upogibnega nosilca, saj se
ponovno pojavi daljsˇanje nihajnega cˇasa.
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Slika 8.5: Aksonometricˇni prikaz zaporedja deformiranih leg nepodprtega nosilca pri znacˇilnih cˇasih na
cˇasovnem obmocˇju [2.5, 15.5]
Figure 8.5: Free-free flexible beam: perspective view of deformed shapes on time interval [2.5, 15.5]
9 Potujocˇi delec
dinamicˇni odziv potujocˇega delca na odziv konstrukcije. Izraz potujocˇi delec (angl. moving mass)
oznacˇuje pomik takega togega telesa vzdolzˇ nosilca, ki ima z nosilcem tako majhno sticˇno povrsˇino, da
stik telesa reduciramo na eno tocˇko, poleg tega pa njegovo tezˇisˇcˇe potuje v zadostni blizˇini tezˇisˇcˇne osi
nosilca, da lahko vpliv oddaljenosti od osi nosilca zanemarimo. Vpliv takega telesa nado-mestimo z
delcem na tezˇisˇcˇni osi nosilca, v kolikor ima dovolj majhno vrtilno kolicˇino. Predpostavimo, da je masa
delca konstantna, da se ne odlepi od nosilca in da potuje po poti S na osi nosilca. Predpostavimo tudi, da
poznamo zacˇetno lego in hitrost delca v[0]p , ki predstavljata zacˇetni pogoj za diferencialno enacˇbo gibanja
delca. Pot S podamo s predpisanim zaporedjem vozlisˇcˇ. Na koncu izbrane poti lahko potujocˇi delec
odstranimo s konstrukcije, na primer za modeliranje spusta kopalca po vodnem toboganu, premika in
odlozˇitev bremena pri zˇerjavu, prehoda vlaka cˇez zˇeleznisˇki most, lahko pa predpisˇemo, da delec ostane
tam, kjer je zakljucˇek podane poti S, na primer premik delov robota, premik bremena pri zˇerjavu, ki mu
ne sledi takojsˇnja odlozˇitev.
Vpliv delca na nosilec nadomestimo s cˇasovno spremenljivimi obtezˇbami, lego delca na nosilcu pa
dolocˇimo z gibalno enacˇbo delca, ki jo dodamo sistemu enacˇb. Nova neznanka je trenutna locˇna dolzˇina
opravljene poti s (t), merjena v zacˇetni nedeformirani legi.
Vpliv potujocˇega delca numericˇno implementiramo v kombinaciji s posplosˇeno metodo Newmark, pred-
stavljeno v poglavju 9.
9.1 Izbira krivocˇrtne baze in ukrivljenost tezˇisˇcˇne osi
Vzemimo, da se delec z maso m v cˇasu t nahaja v tocˇki T (x, t) tezˇisˇcˇne osi elementa, dolocˇeni s
parametrom x = s (t) in s krajevnim vektorjem ⇀r (s (t) , t). Za opis gibanja delca po krivulji izberemo
standardni krivocˇrtni koordinatni sistem, ki ga dolocˇa pomicˇno izhodisˇcˇe v trenutni tocˇki T (s (t) , t) = T
in trojica baznih vektorjev:
Bd (s (t) , t) = (⇀et (s (t) , t) ,⇀en (s (t) , t) ,⇀eb (s (t) , t)) .
Zaradi preglednosti besedila in izpeljav v nadaljevanju argumente odvisnosti (s (t) , t) opustimo in ga v
primerih, ko bi lahko prisˇlo do zamenjave kolicˇin, nadomestimo s spodnjim indeksom (d). Pri dolocˇanju
baznih vektorjev moramo biti sˇe posebej previdni, saj parameter s ∈ [0, L] pri poljubnem cˇasu t ne
predstavlja naravne parametrizacije deformirane tezˇisˇcˇne osi. Podrobnosti konstrukcije standardne
krivocˇrtne baze najdemo v [Vidav, 1989, str. 22–25], tukaj pa navajamo le definicijo in poimenovanje
baznih vektorjev. Prvi bazni vektor
⇀et =
⇀r ′
‖⇀r ′‖ (9.1)
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imenujemo tangenta, drugi bazni vektor
⇀en =
⇀r′′ − (⇀r′′ ·⇀et)⇀et
‖⇀r′′ − (⇀r′′ ·⇀et)⇀et‖ (9.2)
imenujemo (glavna) normala in tretji bazni vektor
⇀eb =
⇀et ×⇀en (9.3)
binormala na krivuljo v tocˇki T . Poudarimo, da cˇrtica ( )′ oznacˇuje odvod po parametru s ∈ [0, L]. Taˆko
bazo obicˇajno imenujemo spremljajocˇe Frenetovo ogrodje [Vidav, 1989] ali naravni trieder. Iz zgornje
definicije baznih vektorjev je razvidno, da lahko Frenetovo ogrodje dolocˇimo samo tistim tocˇkam na
tezˇisˇcˇni osi nosilca, v katerih je krivulja y = ⇀r (s) dvakrat zvezno odvedljiva in sta prvi in drugi odvod
krajevnega vektorja po naravnem parametru linearno neodvisna vektorja [Vidav, 1989].
Za nadaljnje delo izrazimo drugi in tretji bazni vektor sˇe v odvisnosti od odvodov krajevnega vektorja
⇀r in njegovih odvodov po parametru s; s tem izrazimo nove bazne vektorje z osnovnimi neznankami
problema:
⇀en =
⇀r′′ − (⇀r′′ ·⇀r ′/ ‖⇀r ′‖)⇀r ′/ ‖⇀r ′‖
‖⇀r′′ − (⇀r′′ ·⇀r ′/ ‖⇀r′‖)⇀r ′/ ‖⇀r ′‖‖
=
⇀r′′ (⇀r ′ ·⇀r ′)− (⇀r′′ ·⇀r ′)⇀r ′
‖⇀r′′ (⇀r ′ ·⇀r ′)− (⇀r′′ ·⇀r ′)⇀r ′‖ (9.4)
=
⇀r ′ × (⇀r′′ ×⇀r′)
‖⇀r ′ × (⇀r′′ ×⇀r ′)‖ (9.5)
in
⇀eb =
⇀r ′
‖⇀r ′‖ ×
⇀r ′ × (⇀r′′ ×⇀r′)
‖⇀r ′ × (⇀r′′ ×⇀r ′)‖
=
‖⇀r ′‖
‖⇀r ′ × (⇀r′′ ×⇀r′)‖
⇀r ′ ×⇀r′′.
Izkazˇe se, da se odvod tangente po s izrazˇa z normalo Frenetove baze [Vidav, 1989]:
⇀e ′t =
(
⇀e ′t ·⇀en
)
⇀en. (9.6)
Odvod prvega baznega vektorja po parametru s dobimo tudi z odvajanjem izraza (9.1):
(⇀et)
′ =
( ⇀r ′
‖⇀r ′‖
)′
=
⇀r′′
‖⇀r ′‖ −
⇀r ′ (⇀r′′ ·⇀r ′)
‖⇀r ′‖3
=
1
‖⇀r ′‖3
[
⇀r′′
(
⇀r ′ ·⇀r ′)−⇀r ′ (⇀r′′ ·⇀r ′)]
=
1
‖⇀r ′‖3
[
⇀r ′ × (⇀r′′ ×⇀r′)] . (9.7)
Primerjava z enacˇbo (9.4) pokazˇe, da sta ⇀en in ⇀e ′t vektorja z enako smerjo, pri cˇemer je prvi enotski, drugi
pa ima velikost
‖⇀r ′ × (⇀r′′ ×⇀r ′)‖
‖⇀r ′‖3 ,
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zato je tudi njun skalarni produkt te velikosti
⇀e ′t ·⇀en =
‖⇀r ′ × (⇀r′′ ×⇀r ′)‖
‖⇀r ′‖3 . (9.8)
Na tem mestu je smiselno definirati sˇe glavno ukrivljenost tezˇisˇcˇne osi v tocˇki T , ki ima v najvecˇji
splosˇnosti obliko, glej [Vidav, 1989, str. 25, en. 5]
κd =
⇀e ′t ·⇀en
‖⇀r ′‖ =
‖⇀r ′ × (⇀r′′ ×⇀r ′)‖
‖⇀r ′‖4 . (9.9)
Pripadajocˇi glavni polmer ukrivljenosti je enak reciprocˇni vrednosti ukrivljenosti
ρd =
‖⇀r ′‖4
‖⇀r ′ × (⇀r′′ ×⇀r ′)‖ . (9.10)
9.2 Hitrost in pospesˇek delca
Vektor hitrosti pove, kako hitro se spreminja krajevni vektor po cˇasu. ˇCe se ob cˇasu t delec nahaja v
tocˇki, dolocˇeni s krajevnim vektorjem ⇀r (t), ter ob cˇasu t +∆t v tocˇki, dolocˇeni s krajevnim vektorjem
⇀r (t+∆t), je njegov vektor hitrosti pri cˇasu t limita diferencˇnega kvocienta
⇀vd = lim
∆t→0
⇀r (t+∆t)−⇀r (t)
∆t
=
d⇀r
dt
=
·
⇀r.
Ker je lega delca na osi nosilca dolocˇena s parametrom s, ta pa se s cˇasom spreminja, je krajevni vektor
posredna funkcija cˇasa. Zato velja
⇀vd =
d⇀r
ds
ds
dt
= ⇀r ′ ·s = ·s
∥∥⇀r ′∥∥ ⇀r ′‖⇀r ′‖ = ·s∥∥⇀r ′∥∥⇀et. (9.11)
Uporabimo pa lahko sˇe drugacˇne zapise, na primer
⇀vd = sign(
·
s) | ·s|∥∥⇀r ′∥∥⇀et = sign( ·s)∥∥∥ ·⇀r∥∥∥⇀et.
Ugotovili smo, da je hitrost kolinearna tangenti in ima velikost | ·s| ‖⇀r ′‖. Njena smer je enaka smeri
tangente, cˇe je ·s > 0 in nasprotna smeri tangente za ·s < 0. Enacˇba (9.11) bi imela v primeru, da je s
naravni parameter v poljubni legi (oznacˇimo ga s s) preprostejsˇo obliko: ⇀vd = ·s⇀et = vd⇀et, saj za odvod
krajevnega vektorja po naravnem parametru velja
∥∥∥d⇀rds∥∥∥ = 1 in ·s = vd, glej na primer [Saje, 1994, str.
5]. Tudi splosˇnejsˇo enacˇbo za hitrost (9.11), kjer s ni naravni parameter v splosˇni legi, lahko ob izbiri
oznake
vd =
·
s
∥∥⇀r ′∥∥ (9.12)
zapisˇemo enako preprosto:
⇀vd = vd
⇀et, (9.13)
kjer je |vd| velikost hitrosti, sign(vd) smer gibanja delca glede na tangento in sicer: sign(v) > 0, cˇe se
delec giblje v smeri tangente in sign(v) < 0, cˇe se delec giblje v nasprotni smeri.
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Odvod vektorja hitrosti po cˇasu je pospesˇek:
⇀ad =
·
⇀vd =
··
s
∥∥⇀r ′∥∥⇀et + ·s (∥∥⇀r ′∥∥)· ⇀et + ·s∥∥⇀r ′∥∥ ·⇀et
=
[
··
s
∥∥⇀r ′∥∥+ ·s ·⇀r ′·⇀r ′‖⇀r ′‖
]
⇀et +
·
s
∥∥⇀r′∥∥ d⇀et
ds
ds
dt
=
[··
s
∥∥⇀r ′∥∥+ ·s2 (⇀r′′ ·⇀et)]⇀et + ·s2 ∥∥⇀r ′∥∥⇀e ′t .
Vektor ⇀e ′t smo z enacˇbo (9.7) zˇe izrazili z baznimi vektorji Frenetovega ogrodja. Ko uposˇtevamo sˇe
enacˇbo (9.10), lahko zapisˇemo
⇀ad =
[··
s
∥∥⇀r ′∥∥+ ·s2 (⇀r′′ ·⇀et)]⇀et + ·s2 ∥∥⇀r ′∥∥ ‖⇀r ′ × (⇀r′′ ×⇀r ′)‖‖⇀r ′‖3 ⇀en
=
[··
s
∥∥⇀r ′∥∥+ ·s2 (⇀r′′ ·⇀et)]⇀et + ·s2 ∥∥⇀r ′∥∥2 1
ρd
⇀en. (9.14)
Enacˇba pove, da sta pri gibanju delca po krivulji nenicˇelni samo dve komponenti pospesˇka; prva je
v tangentni smeri in druga v smeri glavne normale; komponenta pospesˇka v smeri binormale je nicˇ.
V kolikor odvajamo preprostejsˇo obliko enacˇbe hitrosti (9.13), je formalna oblika enacˇbe za pospesˇek
preprostejsˇa
⇀ad =
·
v d
⇀et + vd
⇀e ′t
·
s
= ·vd
⇀et + vd
·
s
‖⇀r ′ × (⇀r′′ ×⇀r ′)‖
‖⇀r ′‖3
⇀en
= ·v d
⇀et + v2d
1
ρd
⇀en (9.15)
in se ujema s formalnim zapisom za primer naravne parametrizacije osi, glej [Andzelic´, Stojanovic´,
1965, str. 28, en. 2] ali [Saje, 1994, str. 9, en. 23]. Pri zapisu pospesˇka v obliki (9.15) je jasnejsˇi pomen
posameznih cˇlenov. Na pospesˇek v tangentni smeri vpliva spreminjanje velikosti hitrosti, na pospesˇek v
glavni normalni smeri pa velikost hitrosti skupaj z glavno ukrivljenostjo osi.
9.3 Gibalne enacˇbe delca
Gibalna enacˇba (6.1) dolocˇa, da je vsota vseh sil enaka odvodu gibalne kolicˇine. Gibalna kolicˇina delca
je enaka produktu mase in hitrosti, njen odvod pa je ob predpostavki o nespremenljivi masi delca enak
produktu mase in pospesˇka. Rezultanto sil
⇀
Rd, s katero opisˇemo delovanje nosilca v tocˇki T na delec,
zapisˇemo kot linearno kombinacijo baznih vektorjev Bd (slika 9.1 (b))
⇀
Rd = Td
⇀et +Nd
⇀en +Bd
⇀eb =
⇀
Td +
⇀
Nd +
⇀
Bd. (9.16)
Silo
⇀
Td imenujemo sila trenja,
⇀
Nd in
⇀
Bd pa normalna in binormalna sila podlage. Za reakcijske sile,
zapisane po smereh naravnega triedra, po Coulumbovem zakonu [Andzelic´, Stojanovic´, 1965, str. 281]
velja, da je velikost sile trenja sorazmerna velikosti rezultante normalnih sil ⇀Nd+
⇀
Bd, in da je njena smer
nasprotna smeri hitrosti delca
⇀
Td = −µ
∥∥∥ ⇀Nd + ⇀Bd∥∥∥ ⇀vd‖⇀vd‖ . (9.17)
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Slika 9.1: (a) Sistem sil na nosilcu; (b) sistem sil na delcu
Figure 9.1: (a) Forces acting on a beam; (b) forces on a particle
Sorazmernostni faktor µ imenujemo koeficient trenja. Koeficient trenja je odvisen od podlage, hitrosti
podrsavanja in velikosti sticˇne povrsˇine teles ter se dolocˇa eksperimentalno. Tukaj predpostavimo, da je
koeficient trenja konstanten. Enacˇbo (9.17) lahko zapisˇemo tudi drugacˇe
⇀
Td = −sign ( ·s)µ
∥∥∥ ⇀Nd + ⇀Bd∥∥∥⇀et.
Poleg reakcijskih sil uposˇtevamo sˇe gravitacijsko silo ⇀Fd, ki deluje na delec
⇀
Fd = mg
⇀eg,
kjer g oznacˇuje velikost tezˇnostnega pospesˇka, ⇀eg pa enotski vektor smeri delovanja sile tezˇnosti. Tudi
⇀
Fd zapisˇemo z vsoto sil po smereh naravnega triedra
⇀
Fd =
⇀
Ft +
⇀
Fn +
⇀
Fb
= Ft
⇀et + Fn
⇀en + Fb
⇀eb
za
Ft =
⇀
Fd ·⇀et Fn =
⇀
Fd ·⇀en Fb =
⇀
Fd ·⇀eb. (9.18)
Ostale zunanje vplive zanemarimo.
Gibalne enacˇbe delca dolocˇajo, da je vsota zunanjih sil (9.16) in (9.18) enaka produktu mase in pospesˇka
⇀
Rd +
⇀
Fd = m
⇀ad,
kar lahko ob uposˇtevanju (9.15) razbijemo na komponentne enacˇbe
fd1 : Td + Ft = m
·
vd (9.19)
fd2 : Nd + Fn = mv2d
1
ρd
(9.20)
fd3 : Bd + Fb = 0. (9.21)
Nove neznanke so poleg opravljene poti s, glede na nedeformirano os nosilca, tudi komponente reak-
cijske sile Td, Nd in Bd. Dodatno, cˇetrto enacˇbo, predstavlja Coulumbov zakon (9.17). Neznanko Bd
znamo takoj izracˇunati in sicer
Bd = −Fb,
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zato enacˇbe (9.21) ne dodajamo sistemu enacˇb. Enacˇbi (9.19)–(9.20) pa lahko z uporabo enacˇbe (9.17)
zdruzˇimo v skalarno diferencialno enacˇbo za neznano funkcijo s (t)
fd : −sign ( ·s)µ
∥∥∥∥mv2d 1ρd⇀en − ⇀Fn − ⇀Fb
∥∥∥∥+ Ft −m ·vd = 0.
ˇCe uposˇtevamo, da lahko komponentam sile tezˇnosti izpostavimo velikost mase
Ft = mg (
⇀eg ·⇀et)
Fn = mg (
⇀eg ·⇀en)
Fb = mg (
⇀eg ·⇀eb) ,
lahko maso pokrajsˇamo iz enacˇbe fd; poleg tega oznako vd nadomestimo z izrazom iz enacˇbe (9.12) in
dobimo
fd : −sign ( ·s)µ
∥∥∥∥ ·s2 ‖⇀r ′ × (⇀r′′ ×⇀r ′)‖‖⇀r ′‖2 ⇀en − g (⇀eg ·⇀en)⇀en − g (⇀eg ·⇀eb)⇀eb
∥∥∥∥
+ g (⇀eg ·⇀et)− ··s
∥∥⇀r ′∥∥− ·s2 (⇀r′′ ·⇀et) = 0. (9.22)
Tezˇnostni pospesˇek g = 9.81m/s2 je konstanta in za vektor ⇀eg na povrsˇini Zemlje predpostavimo, da je
konstanten vektor. Ostali skalarji in vektorji so bili zˇe predhodno izrazˇeni z osnovnimi spremenljivkami.
Enacˇbo (9.22) dodamo sistemu enacˇb prostorskega nosilca (8.26)–(8.31).
9.4 Uposˇtevanje vpliva gibajocˇega se delca na nosilec
V prejsˇnjem poglavju smo pri zapisu gibalnih enacˇb uposˇtevali silo ⇀Rd, s katero nosilec v tocˇki stika
deluje na delec. Zato moramo tudi na nosilcu v tocˇki stika T uposˇtevati obratno silo −⇀Rd, s katero delec
deluje na nosilec.
Vsaka tocˇka tezˇisˇcˇne osi nosilca zadosˇcˇa lokalni ravnotezˇni enacˇbi (6.70). Lokalno ravnotezˇje sil velja
tudi za tocˇko T s krajevnim vektorjem ⇀r (s (t) , t), v kateri se trenutno nahaja delec. Robni enacˇbi
(6.86) in (6.88) smo izpeljali iz enacˇb (6.45) in (6.47) z integracijo enacˇbe lokalnega ravnotezˇja (6.70)
na obmocˇjih [0, L2 ) in [L2 , L]. Notranja sila ⇀N (x, t) ima pri ⇀r (s (t) , t) tocˇko nezveznosti (skok), zato
locˇimo levo in desno limito notranje rezultantne sile pri T :
⇀
NL (s, t) = lim
ε→0
⇀
N (x− ε, t)
⇀
ND (s, t) = lim
ε→0
⇀
N (x+ ε, t) .
V skladu s sliko 9.1(a) je
⇀
ND − ⇀NL = −⇀Td −
⇀
Nd −
⇀
Bd. (9.23)
Sile na desni izracˇunamo iz komponentnih gibalnih enacˇb (9.19)–(9.21):
⇀
Td =
[
m
··
s
∥∥⇀r ′∥∥+m ·s2 (⇀r′′ ·⇀et)− (⇀Fd ·⇀et)]⇀et (9.24)
⇀
Nd =
[
m
·
s2
∥∥⇀r ′∥∥2 κd − (⇀Fd ·⇀en)]⇀en (9.25)
⇀
Bd = −
(
⇀
Fd ·⇀eb
)
⇀eb. (9.26)
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Ker so enacˇbe nosilca zapisane v referencˇni bazi Bg, tudi reakcijske sile med delcem in nosilcem ⇀Td,
⇀
Nd
in
⇀
Bd zapisˇemo v referencˇni bazi Bg: Nd,g, T d,g in Bd,g. Locˇimo primera, ko se delec nahaja v prvi ali
v drugi polovici elementa:
1. Naj velja s ∈ [0, L2 ). Potem integral enacˇbe lokalnega ravnotezˇja sil (6.86) po tem obmocˇju
izracˇunamo kot:
s∫
0
N ′gdx+
L/2∫
s
N ′gdx+
L/2∫
0
(ng − ρAr ··rg) dx = 0.
Z integracijo dobimo
NLg (s, t)−N g (0, t) +N g
(
L
2
, t
)
−NDg (s, t) +
L/2∫
0
(ng − ρAr ··rg) dx = 0.
Po urejanju sledi
NLg (s, t)−NDg (s, t)︸ ︷︷ ︸
N d,g+T d,g+Bd,g
+N g
(
L
2
, t
)
−N g (0, t) +
L/2∫
0
(ng − ρAr ··rg) dx = 0.
Razliko leve in desne vrednosti notranje rezultantne sile pri x = s po enacˇbi (9.23) nadomestimo s
tocˇkovnimi silami, ki predstavljajo vpliv gibajocˇega se delca na nosilec. Izrazimo sedaj rezultantno
notranjo silo pri x = 0
N0g = T d,g +Nd,g +Bd,g +N
L
2
g +
L/2∫
0
(ng − ρAr ··rg) dx
in jo uporabimo v robnem pogoju (6.45)
S0g + T d,g +Nd,g +Bd,g +N
L
2
g +
L/2∫
0
(ng − ρAr ··rg) dx = 0. (9.27)
Kadar se potujocˇi delec nahaja na obmocˇju [0, L2 ) , moramo torej robni pogoj (6.86) nadomestiti s
pogojem (9.27).
2. Podobno postopamo v primeru s ∈ [L2 , L]. Enacˇbo lokalnega ravnotezˇja sil (6.88) razbijemo na
dva dela in dobimo
NLg (s, t)−NDg (s, t)︸ ︷︷ ︸
T d,g+N d,g+Bd,g
+N g (L, t)−N g
(
L
2
, t
)
+
L∫
L/2
(ng − ρAr ··rg) dx = 0.
Izrazimo rezultantno silo pri x = L
NLg = −T d,g −Nd,g −Bd,g +N
L
2
g −
L∫
L/2
(ng − ρAr ··rg) dx
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in jo uporabimo v robnem pogoju (6.47)
SLg + T d,g +Nd,g +Bd,g −N
L
2
g +
L∫
L/2
(ng − ρAr ··rg) dx = 0. (9.28)
Robni pogoj (6.88) nadomestimo s pogojem (9.28), kadar je potujocˇi delec na obmocˇju [L2 , L].
9.5 Numericˇno resˇevanje
Vpliv gibajocˇega se delca dodamo implementaciji dinamicˇne analize linijskih konstrukcij iz poglavja 9,
ki uporablja Newmarkovo integracijsko shemo. Zato tudi dodatno enacˇbo resˇujemo z uporabo Newmar-
kove sheme. V skladu z enacˇbami iz preglednice (8.1) torej velja
δs[n] = ∆t ·s[n] +∆t2
[(
1
2
− β
)
··
s[n] + β ··s[n+1]
]
(9.29)
s[n+1] = s[n] + δs[n] (9.30)
·
s[n+1] = ·s[n] +∆t
[
(1− γ) ··s[n] + γ ··s[n+1]
]
, (9.31)
za β ∈ [0, 12] in γ ∈ [0, 1]. Po vpeljavi teh zvez enacˇba (9.22) postane algebrajska nelinearna enacˇba in
jo skupaj z enacˇbami nosilca resˇujemo iterativno z Newtonovo iteracijo. Iterativna aproksimacija hitrosti
in pospesˇka delca v smeri tangente je po enacˇbah iz preglednice 8.2 oblike
·
s
[n+1]
i+1 =
·
s
[n+1]
i +
γ
β∆t
δs (9.32)
··
s
[n+1]
i+1 =
··
s
[n+1]
i +
1
β∆t2
δs, (9.33)
kjer je δs trenutni popravek Newtonove iteracije. Nov priblizˇek opravljene poti v novi iteraciji je
s
[n+1]
i+1 = s
[n+1]
i + δs. (9.34)
Prediktor pospesˇka v novem cˇasovnem koraku dolocˇimo enako kot v poglavju 8.1.1, in sicer tako, da
predpostavimo nicˇelno spremembo poti. Tako iz enacˇbe (9.29) sledi obrazec prediktorja za spreminjanja
drugega odvoda poti delca
··
s[n+1] = − 1
β∆t
·
s[n] − 1
β
(
1
2
− β
)
··
s[n],
enacˇba (9.31) pa sluzˇi za prediktor prvega odvoda poti delca.
Prediktorji prvega cˇasovnega koraka pri t = ∆t0 imajo tako obliko
··
s[1] = − 1
β∆t
·
s[0] − 1
β
(
1
2
− β
)
··
s[0]
·
s[1] = ·s[0] +∆t
[
(1− γ) ··s[0] + γ ··s[1]
]
s[1] = s[0] = 0.
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9.6 Linearizacija
Zaradi iterativega resˇevanja enacˇb z Newtonovo metodo moramo enacˇbo (9.22) linearizirati. Prav tako
moramo linearizirati nove cˇlene (9.24)–(9.26) v robnih enacˇbah (9.27)–(9.28). Linearizacijo moramo
izraziti v odvisnosti od osnovnih diskretnih neznank, ki smo jim dodali sˇe parameter poti s. Zaradi
preglednosti najprej linearizirajmo posamezne kolicˇine pri argumentu (s (t) , t).
9.6.1 Linearizacija krajevnega vektorja in njegovih odvodov
Krajevni vektor rg = r[0]g + ug do tocˇke T je funkcija spremenljivk uig in s, kar poudarimo z zapisom
rg
(
uig, s
)
= r[0]g (s) + ug
(
uig, s
)
.
Posebej si oglejmo linearizacijo krajevnega vektorja do zacˇetne lege r[0]g (x (s)):
δr[0]g (x (s)) =
dr
[0]
g (x (s))
dx
dx
ds
δs.
Zveza med x in s je bodisi oblike x = s, kadar smo na prvem ali edinem elementu, ki ga delec pretecˇe,
bodisi x = s −
Nm(t)∑
i=1
Lmi , kadar je delec zˇe pretekel elemente elm1 , elm2 , ...,elmNm(t) skupnih dolzˇin
Nm(t)∑
i=1
Lmi . V obeh primerih je dxds = 1 in linearizacijo krajevnega vektorja r[0]g lahko zapisˇemo krajsˇe
δr[0]g =
dr
[0]
g
ds
δs = r[0]′g (s) δs.
Podobno postopamo tudi pri linearizaciji pomika
δug =
N+1∑
i=0
Liδu
i
g +
N+1∑
i=0
uig
dLi
dx
dx
ds
δs
=
N+1∑
i=0
δuigLi +
N+1∑
i=0
uigL
′
iδs.
Linearizacija krajevnega vektorja tocˇke T je tako enaka
δrg = r[0]′g δs+
N+1∑
i=0
δuigLi +
N+1∑
i=0
uigL
′
iδs (9.35)
= r′gδs+
N+1∑
i=0
Liδu
i
g.
Linearizacija njegovega prvega odvoda je
δr′g = δr
′
g + δ
[
N+1∑
i=0
uigL
′′
i
]
= r′′gδs+
N+1∑
i=0
L′iδu
i
g
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drugega odvoda pa
δr′′g = δr
′′
g + δ
[
N+1∑
i=0
uigL
′′
i
]
= r′′′g δs+
N+1∑
i=0
L′′i δu
i
g.
9.6.2 Linearizacija baznih vektorjev
Najprej se lotimo linearizacije tangente (9.1). Norma vektorja je kvadratni koren skalarnega produkta
vektorja s seboj: ∥∥r′g∥∥ = (r′g·r′g) 12
in izracˇunamo linearizacijo skalarnega faktorja
δ
(
1∥∥r′g∥∥
)
= − 1∥∥r′g∥∥3
(
δr′g·r′g
)
. (9.36)
Variacijo et,g izrazimo z δr′g:
δet,g = −12
(
r′g·r′g
)− 3
2
(
δr′g ·r′g +r′g · δr′g
)
r′g +
1∥∥r′g∥∥δr′g
= − 1∥∥r′g∥∥3
(
δr′g·r′g
)
r′g +
1∥∥r′g∥∥δr′g.
V levem cˇlenu δr′g nastopa v obliki, ki ni primerna za uporabo Newtonove iterativne metode. Zato
produkt vektorjev (δr′g·r′g) r′g zapisˇemo po pravilu (6.12):(
δr′g·r′g
)
r′g = r
′
g ×
(
r′g × δr′g
)
+
∥∥r′g∥∥2 δr′g.
Rezultat uporabimo pri izrazˇavi δet,g in po preurejanju dobimo:
δet,g = − 1∥∥r′g∥∥3r′g ×
(
r′g × δr′g
)− ∥∥r′g∥∥2∥∥r′g∥∥3 δr′g + 1∥∥r′g∥∥δr′g
= −S (et,g)S (et,g)∥∥r′g∥∥ δr′g.
Vektorski produkt smo nadomestili z operatorskim zapisom (5.7) antisimetricˇnega operatorja S.
Pri linearizaciji glavne normale izhajamo iz zapisa (9.5), na katerem uporabimo enacˇbo (9.36), in do-
bimo:
δen,g =
δr′g ×
(
r′′g × r′g
)
+ r′g ×
(
δr′′g × r′g
)
+ r′g ×
(
r′′g × δr′g
)∥∥r′g × (r′′g × r′g)∥∥
−
(
r′g ×
(
r′′g × r′g
))∥∥r′g × (r′′g × r′g)∥∥3
(
δ
(
r′g ×
(
r′′g × r′g
)) · (r′g × (r′′g × r′g))) .
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Prvi cˇlen, oznacˇimo ga z A, z uporabo antisimetricˇnega operatorja in menjave faktorjev preuredimo
A =
[
S
(
r′g
)
S
(
r′′g
)− S (r′′g × r′g)] δr′g − S (r′g)S (r′g) δr′′g∥∥r′g × (r′′g × r′g)∥∥ ,
medtem ko drugi cˇlen zahteva vecˇ dela, zato vpeljemo oznake za posamicˇne dele
bg = −
(
r′g ×
(
r′′g × r′g
))∥∥r′g × (r′′g × r′g)∥∥3
B1 =
(
δr′g ×
(
r′′g × r′g
)) · (r′g × (r′′g × r′g))
B2 =
(
r′g ×
(
δr′′g × r′g
)) · (r′g × (r′′g × r′g))
B3 =
(
r′g ×
(
r′′g × δr′g
)) · (r′g × (r′′g × r′g)) .
V B1 po pravilu mesˇanega produkta ciklicˇno zamenjamo faktorje
B1 =
[(
r′′g × r′g
)× (r′g × (r′′g × r′g))] · δr′g. (9.37)
Taka oblika zapisa ni primerna za numericˇno implementacijo (enacˇba (8.32)), ker variacija osnovne
(vektorske) kolicˇine nastopa v skalarnem produktu. Zato je potrebno zapis splosˇne oblike bgB1 =
bg [cg · δdg], ki se pojavi v linearizaciji en,g po uposˇtevanju enacˇbe (9.37), nadomestiti z vsoto produktov
bg (cg · δdg) = cg × [bg × δdg] + [bg·cg] δdg (9.38)
in dobimo
bgB1 = S
([
r′′g × r′g
]× [r′g × (r′′g × r′g)])S (bg) δr′g
+
(
bg ·
[(
r′′g × r′g
)× (r′g × (r′′g × r′g))]) δr′g.
Podobno preuredimo sˇe B2 in B3 z dvojno zaporedno ciklicˇno zamenjavo
B2 =
[(
r′g ×
(
r′′g × r′g
))× r′g] · [δr′′g × r′g]
=
[
r′g ×
((
r′g ×
(
r′′g × r′g
))× r′g)] · δr′′g (9.39)
B3 =
[(
r′g ×
(
r′′g × r′g
))× r′g] · [r′′g × δr′g]
=
[((
r′g ×
(
r′′g × r′g
))× r′g)× r′′g] · δr′g, (9.40)
s cˇemer zavzamata enako splosˇno obliko kot B1, zato lahko ponovno uporabimo (9.38) in dobimo
bgB2 = S
(
r′g ×
[(
r′g ×
(
r′′g × r′g
))× r′g])S (bg) δr′′g
+
(
bg ·
[
r′g ×
((
r′g ×
(
r′′g × r′g
))× r′g)]) δr′′g
bgB3 = S
([(
r′g ×
(
r′′g × r′g
))× r′g]× r′′g)S (bg) δr′g
+
(
bg ·
[((
r′g ×
(
r′′g × r′g
))× r′g)× r′′g]) δr′g.
Zadnji bazni vektor ima preprosto linearizacijo
δeb,g = δet,g × en,g + et,g × δen,g
= −S (en,g) δet,g + S (et,g) δen,g.
Opomba 18 V linearizaciji krajevnega vektorja (9.35) nastopa odvod interpolacijske funkcije po kraju.
V linearizaciji baznih vektorjev krivocˇrtne baze nastopajo drugi odvodi linearne spremembe krajevnih
vektorjev po cˇasu. Da zagotovimo vplive med delcem in nosilcem moramo zagotoviti, da so tretji odvodi
interpolacijskih funkcij nenicˇelni; za polinomsko interpolacijo je zato potrebno izbrati vsaj polinome
stopnje tri kar ustreza izbiri dveh notranjih kolokacijskih tocˇk.
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9.6.3 Linearizacija ukrivljenosti
Ker v enacˇbah nastopa krivinski polmer v obliki
∥∥r′g∥∥2 /ρd, pripravimo sˇe linearizacijo izraza ∥∥r′g∥∥2 κd,
ki ga zapisˇemo ∥∥r′g∥∥2 κd =
∥∥r′g × (r′′g × r′g)∥∥∥∥r′g∥∥2 .
Linearizacijo sˇtevca ulomka, ki dolocˇa ukrivljenost, se skriva zˇe v linearizaciji normale, saj je
δ
(∥∥r′g × (r′′g × r′g)∥∥)
=
[(
r′g ×
(
r′′g × r′g
)) · (r′g × (r′′g × r′g))]− 12 [δ (r′g × (r′′g × r′g))] · (r′g × (r′′g × r′g))
=
1∥∥r′g × (r′′g × r′g)∥∥ [δ (r′g × (r′′g × r′g))] · (r′g × (r′′g × r′g)) ,
kar bomo uposˇtevali direktno v enacˇbi, ki vsebuje faktor κd. Posebej pripravimo linearizacijo imeno-
valca:
δ
(
1∥∥r′g∥∥2
)
= − 2∥∥r′g∥∥4r′g · δr′g.
Linearizacija celega izraza ima torej obliko
δ
(∥∥⇀r′∥∥2 κd) = B1 +B2 +B3∥∥r′g × (r′′g × r′g)∥∥ ∥∥r′g∥∥2 −
2
∥∥r′g × (r′′g × r′g)∥∥∥∥r′g∥∥4 r′g · δr′g (9.41)
za B1, B2 in B3 definirane z enacˇbami (9.37), (9.39) in (9.40).
9.6.4 Linearizacija Kontaktnih sil.
Linearizacija reakcijske sile v smeri tangente je oblike
δT d =
[
mδ
··
s
∥∥r′∥∥+m··sδr′g·r′g‖r′‖ − (F d · δet,g)
+ mδ
( ·
s2
) (
r′′g ·et,g
)−m ·s2 (δr′′g ·et,g)−m ·s2 (r′′g · δet,g)] et,g
+
[
m
··
s
∥∥r′∥∥+m ·s2 (r′′g ·et,g)− (F d·et,g)] δet,g.
Ponovno nekajkrat uporabimo enacˇbo (9.38) in po urejanju dobimo
δT d = m
∥∥r′∥∥ et,g δ ··s+ 2m ·s (r′′g ·et,g) et,g δ ·s
+m··s [S (et,g)S (et,g) + 1] δr′g
+m ·s2 [S (et,g)S (et,g) + 1] δr′′g
− [S (F d)S (et,g) + (F d·et,g)] δet,g
+m ·s2
[
S
(
r′′g
)
S (et,g) +
(
et,g·r′′g
)]
δet,g
+
[
m
··
s
∥∥r′∥∥+m ·s2 (r′′g ·et,g)− (F d·et,g)] δet,g.
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Pri linearizaciji reakcijske sile v smeri glavne normale za linearizacijo skalarnega faktorja ‖⇀r′‖2 κd
uposˇtevamo zˇe izpeljano formulo (9.41). Tako je
δNd,g = 2m
·
sδ
·
s
∥∥⇀r′∥∥2 κden,g
+m ·s2
B1 +B2 +B3∥∥r′g × (r′′g × r′g)∥∥ ∥∥r′g∥∥2en,g
−m ·s2 2
∥∥r′g × (r′′g × r′g)∥∥∥∥r′g∥∥4
(
r′g · δr′g
)
en,g
− (F d · δen,g) en,g
+
[
m
·
s2
∥∥⇀r′∥∥2 κd − (F d·en,g)] δen,g.
Vecˇ izrazov moramo preurediti v obliko, primerno za Newtonovo iteracijsko shemo (8.32). To storimo z
uporabo enacˇbe (9.38); po preurejanju sledi
δNd,g = 2m
·
s
∥∥r′g∥∥2 κden,g δ ·s
+m ·s2 (bgB1 + bgB2 + bgB3)
− 2m ·s2
∥∥r′g × (r′′g × r′g)∥∥∥∥r′g∥∥3 (S (et,g)S (en,g)) δr′g
− (S (F d)S (en,g) + 2F d ·en,g −m ·s2 ∥∥r′∥∥ 2κd) δen,g,
pri cˇemer so ustrezni zapisi produktov bgBi zˇe pripravljeni v poglavju 9.6.2, le da je vektor bn definiran
drugacˇe in sicer
bg =
en,g∥∥r′g × (r′′g × r′g)∥∥ ∥∥r′g∥∥2 .
Lotimo se sˇe linearizacije zadnje reakcijske sile Bd (9.26):
δBd = − (F d · δeb,g) eb,g − (F d·eb,g) δeb,g
= −S (F d)S (eb,g) δeb,g − 2 [F d·eb,g] δeb,g.
9.6.5 Linearizacija gibalne enacˇbe delca
Gibalna enacˇba delca (9.22) sestoji iz vecˇ cˇlenov; prvi med njimi zaradi kompleksnosti zahteva locˇeno
obravnavo, zato vpeljemo oznako
f1d = −sign ( ·s)µ
∥∥∥ ·s2 ∥∥r′∥∥2 κd − g (eg,g · en,g) en,g − g (eg,g · eb,g) eb,g∥∥∥
= −sign ( ·s)µ
∥∥∥∥Nd,g +Bd,gm
∥∥∥∥ .
Ker je funkcija sign konstantna preslikava na obmocˇjih (−∞, 0) in (0,∞), v tocˇki 0 pa ni odvedljiva,
velja
δ (sign ( ·s)) = 0, za ·s 6= 0.
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Uposˇtevamo sˇe izpeljano linearizacijo produkta ‖r′‖2 κd podano z enacˇbo (9.41) in dobimo
δf1d = −
sign ( ·s)µ∥∥∥N d,gm ∥∥∥
Nd,g +Bd,g
m
· δNd,g + δBd,g
m
= −sign (
·
s)µ∥∥∥N d,gm ∥∥∥
{[
·
s2
∥∥r′g∥∥2 κd − g (eg,g · en,g)] en,g − g (eg,g · eb,g) eb,g} (a)
·
{
2 ·s
∥∥r′g∥∥2 κden,g δ ·s (b1)
+ ·s2 (bgB1 + bgB2 + bgB3) (b2)
− 2 ·s2
∥∥r′g × (r′′g × r′g)∥∥∥∥r′g∥∥3 S (et,g)S (en,g) δr′g (b3)
− (gS (eg,g)S (en,g) + 2geg,g · en,g − ·s2 ∥∥r′∥∥ 2κd) δen,g (b4)
− (gS (eg,g)S (eb,g) + geg,g · eb,g)δeb,g}. (b5)
Locˇeno si oglejmo posamezne cˇlene brez skalarnega faktorja − (sign ( ·s)µ) /
∥∥∥N d,gm ∥∥∥. V cˇlenu C1, ki
pripada produktu izrazov (a) in (b1), uposˇtevamo, da je skalarni produkt baznih vektorjev eb,g in en,g
enak nicˇ in dobimo
C1 =
Nd,g
m
·
(
2 ·s
∥∥r′g∥∥2 κden,g δ ·s)
= 2 ·s
κd
m
∥∥r′g∥∥2 (Nd,g · en,g) δ ·s.
V cˇlenu C12 , ki je produkt izrazov (a) in prvega cˇlena izraza (b2), uposˇtevamo, da je produkt eb,g · bg, za
bg = −
(
r′g ×
(
r′′g × r′g
))∥∥r′g × (r′′g × r′g)∥∥3
enak nicˇ in dobimo
C12 =
Nd,g
m
· ( ·s2bgB1)
= ·s2
Nd,g
m
· (S (c12,g)S (bg) δr′g + (bg · c12,g) δr′g) ,
za c12,g =
[
r′′g × r′g
] × [r′g × (r′′g × r′g)]. Dobljen izraz preoblikujemo tako, da za mesˇani produkt
vektorjev dvakrat zaporedoma uporabimo ciklicˇno permutacijo faktorjev:
C12 =
·
s2
Nd,g
m
· (S (c12,g)S (bg) δr′g + (bg · c12,g) δr′g)
= ·s2
1
m
(
Nd,g ·
(
c12,g ×
(
bg × δr′g
))
+
(
bg · c12,g
) (
Nd,g · δr′g
))
= ·s2
1
m
((
Nd,g × c12,g
) · (bg × δr′g)+ (bg · c12,g) (Nd,g · δr′g))
= ·s2
1
m
(((
Nd,g × c12,g
)× bg) · δr′g + (bg · c12,g) (Nd,g · δr′g))
= ·s2
1
m
(((
Nd,g × c12,g
)× bg)+ (bg · c12,g)Nd,g) · δr′g.
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Enako postopamo sˇe pri preostalih dveh cˇlenih C22 in C32 , ki jih dobimo s produktom izrazov (a) in (b2);
tako je
C22 =
Nd,g
m
· ( ·s2bgB2)
= ·s2
1
m
(((
Nd,g × c22,g
)× bg)+ (bg·c22,g)Nd,g) · δr′′g
za c22,g = r
′
g ×
((
r′g ×
(
r′′g × r′g
))× r′g) in
C32 =
Nd,g
m
· ( ·s2bgB3)
= ·s2
1
m
(((
Nd,g × c32,g
)× bg)+ (bg·c32,g)Nd,g) · δr′g
za c32,g =
((
r′g ×
(
r′′g × r′g
))× r′g)× r′′g . Tudi cˇlen
C3 =
Nd,g +Bd,g
m
·
(
−2 ·s2
∥∥r′g × (r′′g × r′g)∥∥∥∥r′g∥∥3 S (et,g)S (en,g) δr′g
)
,
ki je enak produktu izrazov (a) in (b3) preoblikujemo enako
C3 = − ·s2
2
∥∥r′g × (r′′g × r′g)∥∥
m
∥∥r′g∥∥3 (Nd,g +Bd,g) ·
(
et,g ×
(
en,g × δr′g
))
= − ·s2 2
∥∥r′g × (r′′g × r′g)∥∥
m
∥∥r′g∥∥3 ((Nd,g +Bd,g)× et,g) ·
(
en,g × δr′g
)
= − ·s2 2
∥∥r′g × (r′′g × r′g)∥∥
m
∥∥r′g∥∥3 (((Nd,g +Bd,g)× et,g)× en,g) · δr′g.
Za poenostavitev zapisa uposˇtevamo sˇe, da je produkt ((Nd,g × et,g)× en,g) vektor v smeri et,g veliko-
sti ‖Nd,g‖, medtem ko je ((Bd,g × et,g)× en,g) enak nicˇ in dobimo
C3 = − ·s2
2
∥∥r′g × (r′′g × r′g)∥∥
m
∥∥r′g∥∥3 ‖Nd,g‖
(
et,g · δr′g
)
.
Naslednji cˇlen
C4 = −Nd,g +Bd,g
m
· (gS (eg,g)S (en,g) + 2geg,g · en,g − ·s2 ∥∥r′∥∥ 2κd) δen,g,
je enak produktu izrazov (a) in (b4). Mesˇani produkt ponovno preoblikujemo tako, da ciklicˇno permuti-
ramo faktorje:
C4 = − g
m
((((Nd,g +Bd,g)× eg,g)× en,g)) · δen,g
− g
m
2 (eg,g·en,g) (Nd,g +Bd,g) · δen,g
+
1
m
·
s2
∥∥r′∥∥ 2κd (Nd,g +Bd,g) · δen,g.
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Podobno postopamo sˇe pri C5, ki ga dobimo kot produkt izrazov (a) in (b5); dobimo
C5 = − g
m
((((Nd,g +Bd,g)× eg,g)× eb,g)) · δeb,g
− g
m
(eg,g·eb,g) (Nd,g +Bd,g) · δeb,g.
Linearizacija cele enacˇbe (9.22) je
δfd = δf
1
d + g (eg,g · δet,g)−
∥∥r′g∥∥ δ ··s− ··s∥∥r′g∥∥ (r′g · δr′g)
− 2 ·s (r′′g ·et,g) δ ·s− ·s2 (et,g · δr′′g)− ·s2 (r′′g · δet,g) .
9.7 Dolocˇanje lege delca v konstrukciji
Vzemimo, da je potujocˇi delec do cˇasa t pretekel pot cˇez vecˇ elementov emi konstrukcije dolzˇin Lmi , za
i = 1, 2, ...Nm (t) ter se nahaja nekje na elementu emNm(t)+1. Potem je zveza med parametrom dolzˇine
poti s in krajevnim parametrom x elementa emNm(t)+1 enaka
s (t) =
Nm(t)∑
i=1
Lmi + x (t) ,
kjer je Nm (t) sˇtevilo zˇe pretecˇenih elementov konstrukcije. Glede na vpetost spremenljivke s v robne
enacˇbe prostorskega nosilca, moramo posebej dolocˇiti lego delca glede na sredinsko tocˇko x = L2 ele-
menta emNm(t)+1, kar dosezˇemo s pogojem
s (t)−
Nm(t)∑
i=1
Lmi <
LmNm(t)+1
2
.
9.8 Numericˇni primeri
Vpliv delca na konstrukcijo sprva verificiramo s preprostimi, analiticˇno resˇljivimi primeri, ter s primeri
iz literature. Poleg obicˇajnih podatkov za dinamicˇno analizo konstrukcije po metodi Newmark moramo
podati sˇe velikost in smer tezˇnostnega pospesˇka ter velikost in zacˇetno hitrost delca.
Enacˇba za drugi krivocˇrtni bazni vektor en,g (9.5) v imenovalcu vsebuje faktor r′′g × r′g. Zato morata biti
r′′g in r′g linearno neodvisna vektorja; to vkljucˇuje tudi zahtevo, da sta prvi in drugi odvod krajevnega
vektorja po cˇasu nenicˇelna vektorja:
r′g 6= 0
r′′g 6= 0.
Seveda drugi pogoj ni izpolnjen za ravno (zacˇetno) lego nosilca, ko tezˇisˇcˇno os dolocˇa daljica. Zato
dejansko obravnavamo le prehod delca prek nosilca v deformiranem (ukrivljenem) stanju. Ta`ko stanje
je posledica upogiba pod lastno tezˇo. Upogibnico izracˇunamo s staticˇno analizo ob uposˇtevanju ustrezne
porazdeljene obtezˇbe, ki nadomesˇcˇa lastno tezˇo nosilca. Izkazˇe se, da je racˇun prehoda delca numericˇno
stabilen tudi za primer zelo majhnih deformacij, ki povzrocˇijo pomike velikostnega reda 10−10, kar je
glede na racˇunsko natancˇnost enakovredno ravnemu nosilcu. V tem smislu obravnavamo tudi prehod
delca preko zacˇetno ravnega nosilca.
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9.8.1 Delec na klancu
Drsenje delca po togi nagnjeni podlagi predstavlja preprost primer enakomerno pospesˇenega gibanja z
analiticˇno resˇitvijo. Vzemimo togo vpet nosilec kot kazˇe slika 9.2. Smer gravitacije je enaka nasprotni
smeri tretjega baznega vektorja referencˇne baze, ⇀eg = −⇀g3 in ima velikost g = 10. Predpostavimo zelo
visoke togosti
E = G = 1012,
s cˇimer simuliramo nepodajen nosilec. Ker zacˇetno deformirano stanje zaradi upogiba nosilca pod lastno
tezˇo tvorijo pomiki velikostnega reda 10−10, je nepodajnost nosilca numericˇno dovolj dobro uposˇtevana.
Ostali podatki nosilca so
A = 1 J = 0.1 ρ = 1.
Nosilec modeliramo z enim elementom stopnje tri. Uporabimo numericˇno integracijo na sˇtirih tocˇkah.
Numericˇni podatki racˇuna so
εtol = 8 · 10−2 εNew = 10−8.
g1 X
Z
g3
eg
L=10
m=10
6
6
8
g2
Slika 9.2: Zacˇetna lega za primer delca na klancu
Figure 9.2: Particle on a slope: the initial configuration
Masa delca je m = 106. Obravnavamo primera drsenja delca po gladki (µ = 0) in hrapavi (µ = 0.5)
podlagi. Pot delca primerjamo z analiticˇno resˇitvijo za primer nepodajne podlage:
sANAL =
gt2
2
(sinα− µ cosα) .
Dinamicˇno analizo odziva pri prehodu delca opravimo s konstantnim cˇasovnim korakom velikosti ∆t =
0.5. Zacˇetna pogoja sta
s (0) = 0 ·s (0) = 0.
Iz enacˇbe (9.22) izracˇunamo pripadajocˇi pospesˇek
··
s =
g (⇀eg ·⇀et)
‖⇀r′‖ .
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Ker so zacˇetne deformacije zanemarljivo majhne, vzamemo kar ‖⇀r′‖ = 1. Kljub temu, da je ·s = 0,
vemo, da je ·s > 0 za vsak t > 0, zato pri izracˇunu zacˇetnega pospesˇka izberemo sign ( ·s) = 1. Tako
dobimo zacˇetni vrednosti drugega odvoda poti delca po cˇasu za oba testna primera:
··
s = 6
za gladko podlago in
··
s = 2
za hrapavo podlago. V primeru gladke podlage se numericˇni rezultati za s (t) izvrstno ujemajo z ana-
liticˇnimi; napaka je enakega reda kot pomiki zaradi povesa nosilca (≈ 10−10), ki predstavljajo zacˇetno
(neodstranljivo) napako glede na analiticˇno resˇitev. V primeru hrapave podage je razhajanja med nu-
mericˇnimi in analiticˇnimi resˇitvami opaznejsˇe, vendar so relativne napake sˇe vedno majhne (≈ 10−6) in
se s cˇasom ne vecˇajo.
9.8.2 Delec na prostolezˇecˇem nosilcu
Z odzivom prostolezˇecˇega nosilca pri prehodu delca so se ukvarjali zˇe sˇtevilni avtorji, med njimi Mofid
in Akin (1996), Xu in sodelavci (1997), Yavari in sodelavci (2002) ter Lee (1996a), ki so obravnavali
prehod delca s konstantno hitrostjo, medtem ko sta Lee (1996b) in Wang (1998) analizirala odziv nosilca
pri pospesˇenem prehodu delca.
g1 X
Z
g3
m v[0]
Slika 9.3: Zacˇetna lega za primer delca na prostolezˇecˇem nosilcu
Figure 9.3: Simply supported beam: the initial configuration
Posebno poenostavitev predstavljenega problema, kjer ne uposˇtevamo dinamicˇnih efektov mase delca
temvecˇ zgolj obtezˇbo nosilca s silo, ki jo povzrocˇi tezˇa delca, predstavlja prehod tocˇkovne sile preko
nosilca (prehod sile). Za primer enakomernega gibanja sile obstaja tudi analiticˇna resˇitev po linearni
teoriji. Analiticˇne pomike v precˇni smeri (v smeri obtezˇbe) izracˇunamo po obrazcu (glej [Mursˇicˇ, 1972])
y (x, t) =
2Fm
AρL
∞∑
n=1
1
ω2n − Ω2n
(
sinΩnt− Ωn
ωn
sinωnt
)
sin
npix
L
(9.42)
Ωn =
npiv[0]
L
ωn =
n2pi2
L2
√
EJ1
Aρ
,
kjer v[0] oznacˇuje konstantno hitrost prehoda sile in F njeno velikost. Namesto tocˇne resˇitve y (x, t)
za primerjavo pomikov vzamemo priblizˇek, pri katerem uporabimo prvih deset cˇlenov vrste (9.42). V
pricˇujocˇem poglavju izpeljano teorijo vpliva delca na nosilec je preprosto poenostaviti za primer prehoda
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sile s konstantno hitrostjo. V sistem enacˇb gibalne enacˇbe delca (9.22) ne dodamo, uposˇtevamo pa robni
enacˇbi (9.27) oziroma (9.28); v njih prilagodimo sile, ki dolocˇajo vpliv delca na konstrukcijo tako, da
produkt mase in tezˇnostnega pospesˇka nadomestimo s potujocˇo silo ⇀F , preostale cˇlene, ki vsebujejo
maso, pa izlocˇimo in dobimo
⇀
Td = −
(
⇀
Fd ·⇀et
)
⇀et = −
(
⇀
F ·⇀et
)
⇀et
⇀
Nd = −
(
⇀
Fd ·⇀en
)
⇀en = −
(
⇀
F ·⇀en
)
⇀en
⇀
Bd = −
(
⇀
Fd ·⇀eb
)
⇀eb = −
(
⇀
F ·⇀eb
)
⇀eb.
Trenutno pozicijo s potujocˇe sile dolocˇimo z obrazcem za enakomerno gibanje s = v t in v = v[0].
Primer 1. Vzemimo prostolezˇecˇe podprt nosilec dolzˇine L = 4.352, prek katerega s konstantno hitrostjo
v = 27.49 potuje delec z maso m = 21.83, slika 9.3. Ostale karakteristike nosilca so
E = 2.02 · 1011 G = 7.7 · 1010 ρ = 1.5267 · 104
A1 = 1.31 · 10−3 A2 = A3 = 9.16 · 10−4
J1 = 1.142 · 10−6 J2 = J3 = 5.71 · 10−7.
Podatki so privzeti po literaturi [Yavari et al., 2002]. Gravitacija deluje v nasprotni smeri tretjega baznega
vektorja: ⇀eg = −⇀g3, tezˇnostni pospesˇek pa je velikosti g = 9.81. Numericˇnih podatkov racˇuna Yavari in
sodelavci (2002) ne navajajo, medtem ko za racˇun istega primera uporabita Mofid in Akin (1996) mrezˇo
10 linearnih elementov (ostali numericˇni podatki prav tako niso navedeni). Za vse numericˇne izracˇune,
razen za referencˇno resˇitev, kjer izberemo mrezˇo stotih elementov, izberemo mrezˇo sˇestnajstih elementov
z dvema internima tocˇkama, numericˇno integracijo izvedemo s sˇtirimi integracijskimi tocˇkami. Izracˇuni
potekajo z nespremenljivim cˇasovnim korakom velikosti ∆t = 0.001. Ob predpostavki o konstantni
hitrosti delec (oziroma sila) pretecˇe nosilec do cˇasa 0.15, oziroma v 150 cˇasovnih korakih. Potrebno
je opozoriti, da pri numericˇnem izracˇunu prehoda sile predpostavimo konstantno hitrost, medtem ko pri
prehodu delca podajamo le zacˇetno hitrost v[0] enako izbrani hitrosti v; nato se hitrost s cˇasom spremi-
nja v skladu z gibalno enacˇbo delca, vendar so spremembe ob izbiri podlage brez trenja tako majhne
(odstopanja opravljene poti pri posameznih cˇasih so velikostnega reda 10−4), da ne vplivajo na graficˇno
natancˇnost. Na sliki 9.4, kjer so zbrani rezultati vertikalnih pomikov sredine nosilca, normirani z dolzˇino
nosilca, lahko opazimo, da smo poleg numericˇne analize prehoda sile opravili sˇe tri numericˇne analize za
prehod delca, katerih rezultati se bistveno razlikujejo. Referencˇno resˇitev predstavlja graf gosto pikcˇaste
vijolicˇne krivulje; ti rezultati so skladni s predstavljeno teorijo in uposˇtevajo zacˇetno deformirano obliko
nosilca - upogib zaradi lastne tezˇe, vendar je na sliki 9.4 zaradi lazˇje primerjave z ostalimi rezultati pri-
kazan le pomik zaradi dinamicˇne obtezˇbe z delcem. Rezultat, predstavljen s cˇrtkano rumeno-rjavo cˇrto,
zacˇetne ukrivljene lege zaradi lastne tezˇe nosilca ne uposˇteva. Oba rezultata bistveno odstopata od re-
zultatov iz literature [Mofid, Akin, 1996] in [Yavari et al., 2002], zato smo pri naslednjem numericˇnem
izracˇunu dodatno uposˇtevali poenostavljen pristop avtorjev omenjenih cˇlankov, ki ne zajema pospesˇka v
normalni smeri. Tako redko pikcˇasta zelena krivulja predstavlja graf pomika sredine nosilca, kjer poleg
upogiba zaradi lastne tezˇe ne uposˇtevamo tudi pospesˇkov v normalni smeri, ki nastopajo v enacˇbah (9.22)
in (9.25); ob uposˇtevanju teh poenostavitev in ob predpostavki, da je koeficient trenja enak nicˇ, dobita
enacˇbi (9.22) in (9.25) obliko
fd : g (
⇀eg ·⇀et)− ··s
∥∥⇀r′∥∥− ·s2 (⇀r′′ ·⇀et) = 0
⇀
Nd = −
(
⇀
Fd ·⇀en
)
⇀en.
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sila analitièno (9.48)
sila numerièno
delec poenostavljeno
delec
delec, lastna te_0lengtha
[Yavari et al., 2002]
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Slika 9.4: Primerjava precˇnih pomikov sredine prostolezˇecˇega nosilca s potujocˇo silo in potujocˇim del-
cem; vijolicˇna pikcˇasta cˇrta prikazuje numericˇno resˇitev ob uposˇtevanju zacˇetno deformiranega nosilca,
v ostalih primerih je privzet zacˇetno raven nosilec
Figure 9.4: Lateral displacements at the mid point of simply supported beam when moving particle/load
is applied; the purple dotted-line represents the numerical solution considering initially deformed shape
due to gravity, other numerical results consider initially straight beam
Neuposˇtevanje dinamicˇnega efekta mase v normalni smeri vodi do takega precˇnega pomika na sredini
nosilca, da se do graficˇne natancˇnosti ujema s pomiki zaradi prehoda sile; po tako poenostavljeni analizi
se tudi najvecˇji vertikalni pomik sredine nosilca ujame z najvecˇjim vertikalnim pomikom sredine nosilca
iz literature (glej [Mofid, Akin, 1996] in [Yavari et al., 2002]). Tudi pri numericˇni analizi prehoda sile
(pikcˇasto-cˇrtana modra krivulja) ne uposˇtevamo zacˇetnega deformiranega stanja zaradi vpliva lastne tezˇe.
S tem dosezˇemo ujemanje numericˇne resˇitve z analiticˇno (9.42).
Primerjava pomikov na sliki 9.4 kazˇe na precejsˇnjo podcenjenost pomikov na sredini nosilca v primeru
prevecˇ poenostavljenih analiz. V obravnavanem primeru dobimo po uposˇtevanju normalnega pospesˇka
priblizˇno za 20% vecˇje maksimalne precˇne pomike sredine nosilca, kot cˇe pospesˇkov ne uposˇtevamo,
medtem ko uposˇtevanje zacˇetno deformiranega stanja konstrukcije zaradi vpliva lastne tezˇe pomik povecˇa
za dodatnih 30%.
Primer 2. Prostolezˇecˇi nosilec v ravnini, obtezˇen s premicˇnim delcem z maso, obravnava tudi Lee, in
sicer v [Lee, 1996a] se delec giblje z enakomerno hitrostjo, v [Lee, 1996b] pa s konstantnim pospesˇkom.
Podatki o nosilcu so
E = 207 · 109 G = 77.6 · 109
L = 1 ρ = 7700.
Lee (1996a) analizira celo paleto primerov enakomernega gibanja delca; izmed njih izberemo primer
okroglega prereza s plosˇcˇino A = 0.00179 in z vztrajnostnim momentom J1 = J2 = 2.55115 · 10−7, za
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delec pa predpostavimo tri razlicˇne zacˇetne hitrosti (primeri A, B in C):
vA = 21.3876 vB = 97.217 vC = 213.877.
Nosilec modeliramo z 32 elementi za primer A oziroma s 16 elementi za primera B in C; v vseh treh
primerih za interpolacijske funkcije izberemo polinome stopnje sˇest, numericˇno integracijo izvrsˇimo s
sedmimi integracijskimi tocˇkami. Zacˇetni korak je velikosti ∆t0 = 2.5 · 10−4 in se spreminja v skladu z
zahtevano natancˇnostjo εtol = 10−5. Za ustavitev Newtonove iteracije postavimo omejitev εNew = 10−8.
Hitrost delca se spreminja v skladu z gibalno enacˇbo delca, vendar spremembe minimalno odstopajo od
zacˇetne hitrosti delca in ne vplivajo na graficˇno natancˇnost rezultatov.
Slika 9.5: Primerjava rezultatov za drugi primer prostolezˇecˇega nosilca; zelena cˇrtkana cˇrta prikazuje
rezultate v primeru, ko uposˇtevamo zacˇetno deformirano lego nosilca, pri ostalih rezultatih predposta-
vljamo zacˇetno raven nosilec
Figure 9.5: The lateral displacements at the mid point of simply supported beam (case 2) when moving
particle/load is applied; the green dashed-line represents the numerical solution considering initially
deformed shape due to gravity, other numerical results consider initially straight beam
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Na grafu 9.5 so prikazani rezultati normiranih precˇnih pomikov u = u(L/2,t)us(L/2) , kjer je za normiranje
uporabljen staticˇni pomik us (L/2) = mgL348EJ . Analiticˇni rezultati (9.42) pri enakomernem prehodu sile
oznacˇuje polna rdecˇa cˇrta, numericˇni izracˇun pri prehodu sile pa pikcˇasta modra cˇrta. Pri obeh je predpo-
stavljena ravna zacˇetna lega. Ostala dva grafa prikazujeta numericˇne rezultate pri prehodu delca: mesˇana
vijolicˇna cˇrta predpostavlja ravno zacˇetno lego, zelena cˇrtkana cˇrta pa prikazuje rezultate ob uposˇtevanju
zacˇetno deformirane lege zaradi upogiba nosilca pod lastno tezˇo (ponovno prikazujemo in primerjamo
le pomik zaradi dinamicˇne obtezˇbe z delcem). Na grafe je dodana sˇe znacˇilna vrednost rezultatov iz
[Lee, 1996a], ki jih oznacˇuje cˇrn krizˇec. V vseh treh primerih se numericˇni rezultati pri prehodu sile
do graficˇne natancˇnosti ujemajo z analiticˇno resˇitvijo. Odziv pri prehodu delca je praviloma vecˇji kot
pri prehodu sile; ta vpliv se povecˇuje z vecˇanjem hitrosti prehoda. Veliko vecˇji, v primeru C celo sˇe
enkrat vecˇji odziv dobimo, cˇe uposˇtevamo zacˇetno deformirano lego nosilca zaradi lastne tezˇe. Znacˇilni
vrednosti iz [Lee, 1996a] se za primera B in C do graficˇne natancˇnosti ujameta z odzivom konstrukcije
zaradi prehoda sile in sta v primerjavi z nasˇimi izracˇuni podcenjena.
9.8.3 Delec na previsnem nosilcu
Numericˇno resˇitev prehoda delca prek enostransko togo vpetega nosilca smo zasledili le v delih Mofida
in Akina (1996) ter Yavarija s sodelavci (2002), kjer je model Timoshenkovega nosilca poenostavljen v
sistem togih palic in dvojnih vzmeti. Po [Yavari et al., 2002] povzemamo naslednje podatke:
E = 2.068 · 1011N/m2 G = 7.929 · 1010N/m2
L = 7.62m ρ = 795.73 kg/m3
Jt = J1 + J2 A = 5.89 · 10−3m2
J1 = J2 = 4.5785 · 10−5m4 A1 = A2 = 4.91 · 10−3m2.
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Slika 9.6: Primerjava rezultatov za primer prehoda delca prek previsnega nosilca
Figure 9.6: Moving particle on cantilever beam: comparison of approximative solutions
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Yavari in sodelavci navajajo podatke v anglosasˇkem merilnem sistemu. Pri preracˇunu v standardne mer-
ske enote smo uporabili naslednje pretvorne faktorje
1 in. = 0.02540m
1psi = 6.894757 · 103N/m2
1 lb = 4.44823N.
Delec z maso m = 53.57 kg posˇljemo prek nosilca z zacˇetno hitrostjo v[0] = 50.8m/s2 tako, da potuje
od podprtega proti prostemu krajisˇcˇu. Podatkov o numericˇnem racˇunu v literaturi ne navajajo. Nosilec
modeliramo z 32 elementi stopnje 3 s po sˇtirimi integracijskimi tocˇkami. Za zacˇetni korak izberemo
∆t0 = 5 · 10−4, ki se spreminja v skladu z zahtevano lokalno natancˇnostjo εtol = 10−5, medtem ko za
ustavitev Newtonove iteracije zahtevamo natancˇnost εNew = 10−8.
Relativne pomike prostega krajisˇcˇa prikazujemo na sliki 9.6. Primerjava z rezultatom iz literature kazˇe
razlicˇen potek odziva prostega krajisˇcˇa, vendar se velikostni razred pomikov ujema. Maksimalen pomik
prostega krajisˇcˇa konzole po poenostavljeni teoriji je nekoliko precenjen.
9.8.4 Vodni tobogani
Na koncu obravnavajmo sˇe dinamicˇno analizo dveh vodnih toboganov.
Raven vodni tobogan. Podatke za prvi vodni tobogan cˇrpamo iz internega porocˇila o staticˇni analizi
vodnih toboganov [Zupan et al., 2005]. Tobogan je zgrajen iz polimernega materiala, kakrsˇnega v svoji
proizvodnji uporablja podjetje Veplas [Vedenik, 2005]. Deformacija pri mejni napetosti znasˇa εmejni =
0.023. Za majhne deformacije je odvisnost med deformacijami in napetostmi linearna; raztros rezultatov
enoosnih preizkusov kazˇe na elasticˇni modulE med 8 ·109N/m2 in 1.2 ·1010N/m2. Za racˇun izberemo
enega manj ugodnih rezultatov
E = 8.2 · 109N/m2.
Uposˇtevamo strizˇno tog material, zato vzamemo G = 10E. Prerez toboganov je kolobar, ki ga dolocˇata
kroga s polmeroma p1 = 0.605m in p2 = 0.6m (slika 9.7, levo). Za dolocˇitev deformacijskega stanja v
precˇnem prerezu predpostavimo v skladu s predpostavkami teorije nosilcev linearen potek deformacij:
ε (y, z) = γ1 + yκ3 + zκ2. (9.43)
Raven tobogan z naklonom 15% glede na vodoravno ravnino je sestavljen iz treh enako dolgih ravnih
segmentov, ki so med seboj togo povezani. Je obojestransko nepomicˇno cˇlenkasto podprt tako, da je
preprecˇen torzijski zasuk. Podpori sta v horizontalni smeri na razdalji 6m in v vertikalni smeri na
razdalji 0.9m. Poleg obtezˇbe z lastno tezˇo (ρ = 2692.74 kg/m3, gravitacija deluje v smeri vektorja
−⇀g3) in tocˇkovnih obtezˇb na mestu spojev F = −800N v globalni vertikalni smeri uposˇtevamo sˇe druge
obtezˇbe, povzete po [Zupan et al., 2005]:
1. voda na toboganu: porazdeljena obtezˇba v smeri gravitacije velikosti 200N/m po vsej dolzˇini;
2. obtezˇba z vetrom: porazdeljena obtezˇba v smeri lokalne osi, dolocˇene z vektorjem ⇀G2, velikosti
6000N/m in v smeri lokalne osi, dolocˇene z vektorjem ⇀G3, velikosti −6000N/m, obe vzdolzˇ
celotne tezˇisˇcˇne osi tobogana;
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Slika 9.7: Precˇni prerez visokih vodnih toboganov; geometrijski podatki ravnega tobogana
Figure 9.7: Cross-section of high water slides; geometrical data for straight water slide
3. obtezˇba (tezˇa) uporabnikov tobogana: porazdeljena obtezˇba v smeri gravitacije v smeri, dolocˇeni
z vektorjem ⇀g3, velikosti −1500N/m po vsej dolzˇini;
4. obtezˇba s snegom: porazdeljena obtezˇba v smeri gravitacije velikosti 2200N/m po vsej dolzˇini.
Najprej opravimo staticˇno analizo z enakimi obtezˇbami kot v [Zupan et al., 2005]. Obtezˇba uporabni-
kov tobogana Zupan in sodelavci uposˇtevajo konzervativno; kot sami navajajo, bi predpisom zadostili
z uposˇtevanjem enake porazdeljene obtezˇbe zgolj na dolzˇini 1m; vendar bi v tem primeru morali po-
iskati najmanj ugodno lego uporabnika. Za dinamicˇno analizo vpliv uporabnikov namesto s porazde-
ljeno obtezˇbo modeliramo s pomicˇnim delcem z maso 1500/g kg (g = 9.81m/s2) in zacˇetno hitrostjo
v[0] = 10m/s.
Preglednica 9.1: Najvisˇje vrednosti deformacij in pomikov za primer ravnega tobogana
Table 9.1: Straight water slide: maximum values of deformations and displacements
deformacije [%] pomik [cm]
statika 0.115 0.664
dinamika 0.106 0.568
[Zupan et al., 2005] 0.11 0.66
relativna razlika [%] 7.83 14.4
Model za staticˇno analizo tobogana izberemo enak kot Zupan in sodelavci (2005); modeliramo ga s
sˇtirimi elementi stopnje 6, za integracijo po kraju vzamemo sedem integracijskih tocˇk; krajna segmenta
modeliramo z enim, sredinskega pa z dvema elementoma (slika 9.7, desno). Dinamicˇno analizo opravimo
z mrezˇo 15 elementov stopnje 6 s konstantnim korakom velikosti ∆t = 0.04 s. Za ustavitev Newtonove
iteracije postavimo zahtevo εNew = 10−8.
Na sliki 9.8 prikazujemo potek normalnih deformacij prerezov in deformirano obliko tobogana za pri-
mer staticˇne analize, slika 9.9 pa prikazuje ovojnico normalnih deformacij prerezov po cˇasu in koncˇno
deformirano obliko tobogana za primer dinamicˇne analize. Dinamicˇno analizo smo opravili na zacˇetno
ukrivljeni legi, ki jo poleg tezˇe povzrocˇijo sˇe ostale stalne porazdeljene obtezˇbe (voda, sneg, veter). Potek
deformacij je za oba nacˇina analize primerljiv. Najvisˇje vrednosti deformacij in pomikov prikazujemo
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Slika 9.8: Potek osnih deformacij po obodu prereza na deformirani legi za primer staticˇne analize rav-
nega tobogana; pomiki konstrukcije so pomnozˇeni s faktorjem 30, barvna skala oznacˇuje deformacije v
procentih
Figure 9.8: Static analysis of straight water slide: axial deformations on the deformed configuration;
displacements are multiplied by factor 30, deformations are multiplied by factor 100 (in per cent)
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Slika 9.9: Ogrinjacˇa poteka osnih deformacij na obodu prereza na deformirani legi za primer dinamicˇne
analize ravnega tobogana; pomiki konstrukcije so pomnozˇeni s faktorjem 30, barvna skala oznacˇuje
deformacije v procentih
Figure 9.9: Dynamic analysis of straight water slide: evelope of axial deformations on the deformed
configuration; displacements are multiplied by factor 30, deformations are multiplied by factor 100 (in
per cent)
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v preglednici 9.1. Pri dinamicˇni analizi sta obe vrednosti nekoliko manjsˇi kot pri staticˇni analizi, kar je
pricˇakovano glede na to, da je tezˇa uporabnika pri staticˇni analizi uposˇtevana kot porazdeljena obtezˇba
vzdolzˇ celotne dolzˇine tobogana. Najvisˇji vrednosti po staticˇni analizi se ujemata z vrednostima iz lite-
rature [Zupan et al., 2005].
Ukrivljen vodni tobogan. Tezˇisˇcˇna os ukrivljenega vodnega tobogana ima obliko osmine krozˇnice v
navpicˇni ravnini s polmerom 10m, slika 9.10. Konstrukcijo podpremo zgolj na krajisˇcˇih in sicer v le-
vem krajisˇcˇu (vrh tobogana) poleg pomikov preprecˇimo torzijski zasuk (q01 = 0), v desnem krajisˇcˇu
(dno tobogana) pa poleg pomikov sˇe torzijski zasuk in zasuk iz ravnine (qL1 = 0 in qL3 = 0). Gravi-
tacija deluje v smeri, ki je nasprotna tretjemu baznemu vektorju referencˇnega koordinatnega sistema.
Ostali geometrijski in materialni podatki so enaki kot v primeru ravnega tobogana, razen strizˇnega mo-
dula, za katerega izberemo ustreznejsˇo vrednost: G = E2 . Od ravnega vodnega tobogana privzamemo
tudi obtezˇbe vkljucˇno z maso in zacˇetno hitrostjo delca, s katerim modeliramo kopalca. Konstrukcijo
modeliramo s 30 ukrivljenimi elementi sˇeste stopnje, numericˇno integracijo izvedemo s sedmimi inte-
gracijskimi tocˇkami. Ponovno locˇimo staticˇno in dinamicˇno analizo. Pri obeh analizah za zakljucˇek
Newtonove iteracije postavimo zahtevo εNew = 10−6. Dinamicˇno analizo opravimo z nespremenljivim
korakom ∆t = 0.03 s. Zacˇetno obliko tobogana za dinamicˇno analizo dolocˇimo s staticˇno analizo kot
posledico obremenitve s staticˇnimi obtezˇbami (lastna tezˇa, tezˇa vode na toboganu in obtezˇba z vetrom).
Bocˇna obtezˇba z vetrom povzrocˇi prostorsko ukrivljeno zacˇetno lego nosilca. Nato tobogan dinamicˇno
obremenimo sˇe s pomicˇnim delcem. Potek normalnih deformacij prerezov vzdolzˇ nosilca po staticˇni
analizi je zelo podoben ovojnici teh deformacij po dinamicˇni analizi, zato potekov deformacij vzdolzˇ
nosilca graficˇno ne prikazujemo. V preglednici 9.2 primerjamo le najvecˇje deformacije in pomike po
obeh analizah. Maksimalne deformacije in maksimalni pomiki po obeh analizah so skoraj enaki, kar je
posledica dokaj nizke hitrosti kopalca, ki povzrocˇi majhen dinamicˇen odziv konstrukcije, po drugi strani
pa pri staticˇni analizi vpliv kopalca uposˇtevamo kar vzdolz celotne dolzˇine tezˇisˇcˇne osi. Gibanje delca
primerjamo sˇe z rezultati primera, ko za tobogan predpostavimo, da je tog nosilec. Diferencialna enacˇba,
ki opisuje gibanje delca po krozˇnici, skupaj s pripadajocˇima zacˇetnima pogojema, je:
··
st (t) = g sin
st (t)
R
st (0) = 0
·
st (0) = 10. (9.44)
g1
g3
g2
Z
X
Y
Slika 9.10: Zacˇetna geometrija ukrivljenega tobogana
Figure 9.10: Initially curved water slide: the initial configuration
Zacˇetno nalogo (9.44) resˇimo numericˇno z uporabo programskega paketa Mathematica [Wolfram, 2003].
Primerjavo poti, hitrosti in pospesˇka delca po deformabilnem in po togem toboganu (9.44) prikazujemo
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v preglednici 9.3. Po pricˇakovanjih majhne deformacije deformabilnega tobogana (glej preglednico 9.2)
ne vplivajo bistveno na potek gibanja delca po toboganu.
Preglednica 9.2: Najvisˇje vrednosti deformacij in pomikov za primer ukrivljenega tobogana
Table 9.2: Curved water slide: maximum values of deformations and displacements
deformacije [%] pomik [cm]
statika 0.164 0.00933
dinamika 0.161 0.00931
relativna razlika [%] 1.83 0.21
Preglednica 9.3: Ukrivljen tobogan: pomiki, hitrosti in pospesˇki delca za primera deformabilnega in
togega tobogana
Table 9.3: Displacements, velocities and accelerations for a deformable and rigid curved water slide
pomik hitrost pospesˇek
cˇas s st v vt =
·
st a at =
··
st
0.9 0.91 0.90 10.12 10.04 0.73 0.88
1.8 1.82 1.81 10.23 10.16 1.68 1.77
2.7 2.75 2.73 10.42 10.36 2.62 2.65
3.6 3.70 3.68 10.70 10.64 3.54 3.53
4.5 4.68 4.65 11.06 10.99 4.51 4.40
5.4 5.70 5.66 11.51 11.43 5.43 5.26
6.3 6.76 6.71 12.04 11.94 6.31 6.10
10 Zakljucˇek
V disertaciji predstavljamo novo formulacijo in nove numericˇne metode za resˇevanje prostorskih linijskih
konstrukcij. Poglavitne novosti predstavljene formulacije in postopkov so:
• Zapis enacˇb za analizo prostorskih nosilcev po geometrijsko tocˇni Reissner-Simovi teoriji pro-
storskih nosilcev z elementi in operacijami kvaternionske algebre, pri cˇemer so rotacije para-
metrizirane z rotacijskim kvaternionom.
• Linearizacija enacˇb nosilca v kvaternionskem zapisu in algoritem za konsistentno uposˇtevanje li-
nearnih popravkov rotacijskih kvaternionov.
• Nova druzˇina koncˇnih elementov za staticˇno analizo prostorskih nosilcev po kolokacijski metodi
diskretizacije, ki temelji na diskretizaciji konsistencˇnih enacˇbah v sˇibki obliki, kjer za osnovne
neznanke izberemo pomike in rotacijske kvaternione.
• Nova druzˇina koncˇnih elementov za dinamicˇno analizo prostorskih nosilcev po kolokacijski me-
todi, z izborom sˇibkih konsistentnih enacˇb za vodilne enacˇbe problema ter pomikov in rotacijskih
kvaternionov za osnovne neznanke, prirejeno za cˇasovne integratorje druzˇine Runge-Kutta.
• Druzˇina koncˇnih elementov za dinamicˇno analizo prostorskih nosilcev z enako diskretizacijo ne-
znank in enacˇb po kraju ter s posplosˇeno cˇasovno integracijo Newmark, prirejeno za rotacijske
kvaternione.
• Poseben pristop preoblikovanja robnih pogojev za resˇevanje zacˇetnega problema (po cˇasu), ki
algebrajske robne pogoje spremeni v diferencialne enacˇbe po cˇasu ter socˇasno ohranja simetrijo
koncˇnega elementa po kraju.
• Razsˇiritev zgornjih formulacij s povezanim resˇevanjem odziva konstrukcije ob hkratnem vplivu
potujocˇega delca z maso.
Poglavitne prednosti predstavljene kvaternionske parametrizacije rotacij so:
• Kvaternionska parametrizacija rotacij odpravlja dvojnost rotacij, ki ju v klasicˇnem pristopu z vek-
torsko parametrizacijo rotacij predstavljajo trije rotacijski parametri in rotacijska matrika, saj nam
rotacijski kvaternioni sluzˇijo kot edina z rotacijami povezana kolicˇina. Rotacijski kvaternioni nam
sluzˇijo za parametrizacijo rotacij, za rotacijo precˇnih prerezov in za koordinatno transformacijo.
• Kvaternionski zapis enacˇb, skupaj z naravo rotacijskih kvaternionov, omogocˇa preprostejsˇo li-
nearizacijo enacˇb v primerjavi z vektorsko parametrizacijo rotacij.
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Znacˇilnosti in prednosti predstavljenih koncˇnih elementov so:
• Koncˇni elementi omogocˇajo poljubno ukrivljeno in zvito zacˇetno lego prostorskega nosilca.
• Koncˇni elementi so objektivni in nimajo tezˇav s strizˇnim blokiranjem ne glede na izbiro integracije.
• Poleg nelinearne geometrije omogocˇajo vgradnjo razlicˇnih nelinearno-elasticˇnih materialov.
• Dinamicˇno analizo lahko opravimo z dvema bistveno razlicˇnima postopkoma integracije po cˇasu:
– z uporabo zˇe razvitih integratorjev Runge-Kutta, kar omogocˇa izjemno enostavno implemen-
tacijo in vse prednosti teh metod;
– z Newmarkovo integracijo za prostorsko rotacijo, posebej prirejeno za potrebe parametriza-
cije rotacij z rotacijskimi kvaternioni.
• Nov numericˇni postopek za povezano analizo dinamicˇnega odziva nosilca pri prehodu delca z
maso ali pri prehodu sile ob hkratni nelinearni geometriji nosilca, kjer
– omogocˇamo poljubno zacˇetno lego, poljubne zacˇetne pogoje in poljubno podpiranje nosilca;
– dopusˇcˇamo mozˇnost zacˇetne staticˇne analize pred dinamicˇno analizo za izracˇun zacˇetno de-
formirane lege zaradi lastne tezˇe in drugih stalnih obtezˇb;
– uposˇtevamo prepletenost enacˇb prek lege delca in medsebojnih sil med delcem in konstruk-
cijo.
• Predstavljeni koncˇni elementi predstavljajo svezˇ pristop na podrocˇju prostorskih nosilcev in odpi-
rajo nove mozˇnosti za razvoj podrocˇja numericˇnega modeliranja konstrukcij.
11 Povzetek
V disertaciji smo prikazali teoreticˇno izpeljavo in numericˇno implementacijo nove druzˇine koncˇnih ele-
mentov za staticˇno in dinamicˇno analizo prostorskih linijskih konstrukcij, osnovano na kinematicˇno tocˇni
teoriji prostorskih nosilcev. Linijsko konstrukcijo smo modelirali s tezˇisˇcˇno osjo in druzˇino precˇnih
prerezov. Enacˇbe modela in izpeljani numericˇni algoritem omogocˇajo poljubno zacˇetno ukrivljeno in
zvito obliko in nepravokoten kot med tezˇisˇcˇno osjo in prerezi nosilca. Za osnovne neznanke problema
smo izbrali kinematicˇne kolicˇine, pomike tezˇisˇcˇne osi v obicˇajni vektorski parametrizaciji in zasuke
precˇnih prerezov v kvaternionski parametrizaciji. Zaradi izbrane kvaternionske parametrizacije rotacij
smo enacˇbe prostorskega nosilca lahko v celoti zapisali z operacijami in elementi kvaternionske alge-
bre in se popolnoma izognili uporabi rotacijske matrike in rotacijskega vektorja. Tako smo se izognili
dvojnosti rotacijska matrika-rotacijski vektor, ki je znacˇilna za klasicˇne elemente, in s tem povezanih
pretvorb, kar je povecˇalo racˇunsko ucˇinkovitost in preglednost posameznih izrazov. V delu smo po-
drobno predstavili algebro kvaternionov in izpeljali povezave med kvaternionsko in v teorijah nosilcev
bolj uveljavljeno parametrizacijo rotacij z rotacijskim vektorjem. Enacˇbe smo resˇevali numericˇno po
metodi koncˇnih elementov. Enacˇbe smo diskretizirali po metodi kolokacije, osnovne neznanke pa inter-
polirali skozi diskretne vrednosti s polinomi poljubnih stopenj. Z izbiro izoparametricˇne interpolacije
za vse sˇtiri komponente rotacijskega kvaterniona in ob uporabi normalizacije v vmesnih, interpoliranih
tocˇkah, smo zagotovili ohranjanje objektivnosti deformacij. Tocˇke diskretizacije in kolokacije smo po-
enotili in s tem dodatno izboljsˇali natancˇnost elementa. V notranjih kolokacijskih tocˇkah smo zadostili
sˇibkim konsistencˇnim enacˇbam, kar pomeni, da smo zahtevali enakost odvodov rezultantnih ravnotezˇnih
in materialnih sil in momentov v prerezu; na robu pa smo zadosˇcˇali ravnotezˇnim enacˇbam.
Sistem diskretnih enacˇb za staticˇno analizo linijskih konstrukcij smo resˇevali z uporabo Newtonove me-
tode. Izpeljali smo postopek za konsistentno uposˇtevanje linearnih iterativnih popravkov rotacijskih
kvaternionov in ostalih rotacijskih kolicˇin. Popravek, ki je dobljen z Newtonovo iteracijo in je element
tangentnega prostora, je v splosˇnem neenotski kvaternion in neposredno ne dolocˇa popravka rotacije. S
pravilnim uposˇtevanjem lastnosti kolicˇin, ki so povezane z zasuki, izpeljemo postopek za multiplikativni
popravek, ki je rotacijski kvaternion in ga lahko dodamo predhodnemu rotacijskemu kvaternionu z ustre-
znim kvaternionskim produktom. Konsistentno popravljanje odvodov rotacijskih kvaternionov preko
aditivnosti upogibnih in torzijskih deformacij v ustreznih bazah prispeva k visˇji natancˇnosti elementa,
omogocˇa objektivnost deformacij in neodvisnost numericˇne metode od poti obtezˇevanja. Linearizacija
enacˇb v kvaternionskem zapisu je bistveno manj zahtevna kot pri uporabi vektorske parametrizacije ro-
tacij, ki vodi v Liejevo grupo in zahteva uporabo smernih odvodov v nelinearnih prostorih. Ustreznost
racˇunskega algoritma za staticˇno analizo konstrukcij smo prikazali na znanih testnih primerih iz lite-
rature. S primeri smo pokazali splosˇnost formulacije (poljubna zacˇetna geometrija, poljubna stopnja
interpolacije) ter natancˇnost in ucˇinkovitost predstavljenega algoritma. Numericˇne simulacije so poka-
zale tudi neobcˇutljivost postopka na strizˇno blokiranje in neodvisnost rezultatov od postopka nalaganja
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konservativne obtezˇbe.
Za potrebe dinamicˇne analize smo robne ravnotezˇne enacˇbe preoblikovali v diferencialno obliko tako, da
v njih nastopajo osnovne spremenljivke odvajane po cˇasu. S tem smo se izognili numericˇno obcˇutljivemu
resˇevanju diferencialno-algeebrajskega sistema enacˇb. Postopek diskretizacije po kraju smo povzeli po
staticˇni analizi, za diskretizacijo in integracijo po cˇasu pa smo uporabili dva zelo razlicˇna postopka.
Za prvi postopek integracije po cˇasu smo izbrali dve uveljavljeni metodi druzˇine Runge-Kutta, kot sta
implementirani v programskem okolju Matlab. ˇCeprav so klasicˇne metode Runge-Kutta namenjene
resˇevanju diferencialnih enacˇb v aditivnih konfiguracijskih prostorih, se za izpeljano numericˇno imple-
mentacijo izkazˇeta ti dve metodi kot dovolj natancˇni tudi pri zahtevnejsˇih prostorskih primerih. Vzrok
temu je ucˇinkovitost in robustnost zapisa enacˇb v kvaternionski algebri. Prednost tega pristopa je v nje-
govi preprostosti, saj diskretizacija kolicˇin in linearizacija enacˇb po cˇasu nista bili potrebni, poleg tega
nismo potrebovali posebnega postopka za popravljanje rotacijskih kolicˇin. S tem smo se popolnoma
izognili zahtevnim matematicˇnim strukturam in prostorom, ki se navezujejo na rotacijske operatorje in
njihove parametrizacije. Metodi imata vgrajeno avtomatsko preverjanje lokalne napake, ki neposredno
vpliva na dolzˇino cˇasovnega koraka integracije. V literaturi tako preprostega algoritma za dinamicˇno
analizo kinematicˇno tocˇnih prostorskih nosilcev nismo zasledili. Metoda uspesˇno resˇuje tako probleme,
ki vkljucˇujejo velike pomike in rotacije, kot tiste, ki vkljucˇujejo velike deformacije. Tocˇnost rezultatov
smo preverili z rezultati drugih avtorjev.
Drugi nacˇin integracije enacˇb predstavlja povezavo predstavljene metode koncˇnih elementov s cˇasovnimi
integratorji, ki so bili razviti posebej za dinamiko prostorskih nosilcev. To je izjemnega pomena, saj so
razlicˇni avtorji na podrocˇju prostorskih nosilcev za metode, ki temeljijo na parametrizaciji rotacij z rota-
cijskim vektorjem, zˇe razvili sˇtevilne cˇasovne integratorje. Izbrali smo cˇasovni integrator tipa Newmark,
ki sta ga predstavila Simo in Vu-Quoc (1988), ter ga priredili za uporabo na rotacijskih kvaternionih.
Ta pristop sicer iznicˇi nekatere pozitivne lastnosti rotacijskih kvaternionov, na primer ponovno se pojavi
dvojnost rotacijski operator-parametrizacija. Kljub temu so numericˇne sˇtudije in primerjave z drugimi
avtorji pokazale, da lahko cˇasovne integratorje, razvite za vektorsko parametrizacijo rotacij, brez tezˇav
priredimo za uporabo na rotacijskih kvaternionih.
Z obema metodama cˇasovne integracije smo izracˇunali referencˇne primere iz literature. Rezultati po
obeh metodah cˇasovne integracije so medsebojno primerljivi, prav tako se ujemajo z rezultati drugih
avtorjev. Ugotovili smo, da izbira integratorja mocˇno zaznamuje cˇasovno in prostorsko zahtevnost nu-
mericˇne implementacije in natancˇnost rezultatov. Regulacija cˇasovnega koraka prek preverjanja lokalne
napake (Runge-Kutta) prispeva k lokalno natancˇnejsˇim rezultatom, ki v resˇitev zajamejo tudi visˇje ni-
hajne oblike, vendar se lahko socˇasno bistveno povecˇa prostorska in cˇasovna zahtevnost algoritma. Z
uporabo integratorja, ki ne preverja lokalne napake in ob socˇasni izbiri fiksnega cˇasovnega koraka, ki
ne zajame visˇjih nihajnih oblik (Newmark), pa lahko dosezˇemo stabilnejsˇi racˇun na daljsˇem cˇasovnem
obmocˇju, dobljeni rezultati pa dobro dolocˇajo globalno obnasˇanje konstrukcije.
V zadnjem delu doktorske naloge smo obravnavali potovanje delca po prostorskem nosilcu. Predposta-
vili smo, da delec drsi po tezˇisˇcˇni osi nosilca skladno z gibalno enacˇbo delca in ne s predpisano hitrostjo
ali pospesˇkom. Gibalno enacˇbo delca dodamo diskretnemu sistemu enacˇb za dinamicˇno analizo nosilca
ob izbiri posplosˇene Newmarkove integracijske sheme, izbranim osnovnim kinematicˇnim neznankam
pa dodamo novo neznanko - dolzˇino opravljene poti delca. Neznanke so v razsˇirjenem sistemu enacˇb
mocˇno prepletene in resˇevanje razsˇirjenega sistema enacˇb predstavlja povezan problem. Pri formulaciji
gibalne enacˇbe smo uposˇtevali, da parameter tezˇisˇcˇne osi v deformirani legi ni enak naravnemu para-
metru nedeformirane osi. Enacˇbe smo zato zapisali glede na krivocˇrtni Frenetov koordinatni sistem. Za
modeliranje vpliva trenja smo uporabili Coulombov zakon. Racˇunski model nosilca omogocˇa razlicˇna
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podpiranja in poljubno zacˇetno obliko, delec pa ima poljubno maso in zacˇetne hitrosti. Racˇunski posto-
pek zaradi primerjave z analiticˇnimi rezultati in z drugimi avtorji priredimo sˇe za primer prehoda sile
s konstantno hitrostjo. Numericˇni rezultati se dobro ujemajo z dosegljivimi analiticˇnimi resˇitvami. V
primerjavi z drugimi avtorji, ki uporabljajo preprostejsˇe modele, v nekaterih primerih opazimo bistveno
vecˇji dinamicˇni odziv konstrukcije.
12 Summary
In the thesis new formulation of the kinematically exact three-dimensional beam theory for the static
and dynamic analysis of beam structures has been theoretically derived and numerically implemented.
Three-dimensional beam has been modeled by the line of centroids and by the family of cross-sections.
The derived theoretical model along with the new algorithm enable us to consider an arbitrary initial
shape of the beam. The kinematic quantities, i.e. displacements in a classical vector parametrization
and rotations in the quaternion parametrization, have been chosen as the primary unknowns of the pro-
blem. For this reason we fully abandoned the rotational vector concept, and rewrote the system of the
governing equations of the beam in the quaternion algebra description. In such a description of rotati-
ons, we completely avoided the rotation matrix-rotational vector duality. Consequently, the numerical
efficiency and transparency of equations have been improved considerably. The quaternion algebra is
presented in detail and the relations between quaternion and the classical rotational vector parametriza-
tion of rotation have been derived. New finite element procedure for solving beam equations have been
proposed. The collocation type of the method for the discretization of the equations has been used. We
interpolated primary unknowns with polynomials of an arbitrary degree. The isoparametric interpola-
tion of all four rotational quaternion components together with the normalization procedure leads to the
objective strains. The locations of the discretization and the collocation points have been made equal
which additionally improved the accuracy of the method. At the internal collocation points, the weak
consistency conditions (the equality of the derivatives of the equilibrium stress resultants and the consti-
tutive stress resultants) have been satisfied. At the two beam boundaries, the equilibrium equations have
been satisfied.
The system of discrete nonlinear equations of the statics problem has been solved by Newton’s method.
New consistent update procedure for linear corrections of rotational quaternions and for other rotational
quantities has been derived. The update of the rotational quaternion, as obtained from Newton’s pro-
cedure, is an element of the tangent space and is thus not a rotational (unit) quaternion. Therefore a
multiplicative update procedure for rotational quaternions has been derived on the basis of the properties
of the spatial rotations and their linearization. A consistent update of derivatives of rotational quaternions
is based on the additivity of the rotational strain, yet with respect to appropriate bases only. The propo-
sed update of the rotational quaternions and their derivatives leads to a higher accuracy of results and it
seems to be crucial for the conservation of the objectivity of strain measures and path independency of
conservative systems. Moreover, the linearization of equations using quaternion algebra has been shown
to be considerably simpler compared to classical approaches, where the Lie algebra is used. The numeri-
cal algorithm has been validated by numerical examples given in literature. Numerical tests demonstrate
the ability of the formulation to consider properly initially curved and twisted configurations of the beam
and an arbitrary order of the finite element. We have presented the high accuracy and efficiency of the
proposed method as well as the resistance to shear locking and path dependency.
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For the dynamics analysis, the boundary equilibrium equations have been transformed into the weak
differential form. By such an approach we have completely avoided the mixed differential-algebraic sy-
stem of equations which can be computationally instable. Discretization of the equations with respect to
the centroidal axis is taken as in the static analysis. For the time discretization and the numerical integra-
tion of equations with respect to time, two independent approaches were applied. The first one employs
two different methods among the Runge-Kutta family, as implemented in the Matlab environment. De-
spite the fact that the standard Runge-Kutta methods were developed for solving problems in additive
configuration spaces, the two Runge-Kutta methods have proven to be capable of solving demanding
three-dimensional beam problems when applied in the proposed quaternion-based finite-element discre-
tization. The main advantage of this approach is in its simplicity, as the special linearization of the
equations and the update procedure are not needed. A local error verification is automatically incorpora-
ted in the Runge-Kutta methods which results in a variable length of the time step. We have successfully
solved demanding beam problems of finite rotations, displacements and strains. The results compare
well with the solutions in literature.
In another approach used here, we have modified the solver, developed previously specially for the three-
dimensional beam dynamics. We have demonstrated that various solvers developed for the rotational-
vector beam formulations can be suitably rearranged for the use with rotational quaternions. The Ne-
wmark solver, presented by Simo and Vu-Quoc (1988), has been here modified to deal with the quater-
nion formulation. Despite the fact that some of the advantages of the quaternion formulation, such as a
unique description of rotations without needing matrices, are lost, we have shown that it is possible to
employ, with only tehnical modifications, a wide range of solvers developed for rotation-vector based
beam formulations.
The numerical results showed that the two approaches are comparable. The present results are in good
agreement with the literature. The choice of the numerical solver, however, affects considerably the
computational efficiency of the overall algorithm. By controlling the local error, the Runge-Kutta solvers
can incorporate the influence of higher-order mode shapes. This can lead to high computational times;
however the results include local and global behaviour of the structure. Solvers using fixed time steps
such as Newmark’s can behave numerically stable over longer time interval and well describe the global
behaviour of the structure.
The last chapter of the thesis deals with the moving mass problem. A mass particle is moving along
the axis of the three-dimensional beam. Its behaviour is described by the equation of motion resulting
in the velocity and the acceleration being dependent on the shape and the oscillation of the supporting
beam and on the direction of the gravity. The equation of motion of the particle is added to the system
of the beam dynamic equations and a new unknown is added, describing the arc-coordinate of the cur-
vilinear path. As the contact forces are dependent on the deformation of the beam and as the length
of the centroidal axis varies with beam deformation, the equations are strongly coupled. The equation
of motion of the particle was expressed with respect to the Frenet frame and Coulomb’s law was used
to model the friction. The present numerical model is capable of considering arbitrary initial geometry
and various types of supports. For comparison reasons, the model was further simplified to consider the
moving force with a constant speed. Numerical results are in an excellent agreement with the analytical
solutions. Comparisons with other authors and simplified models have shown that the consideration of
initial displacements and non-linear behaviour of the beam can result in a significantly intensive dynamic
response of the structure.
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Dodatki
A Odvod, integral in variacija
Naj oznaka V pomeni tri ali sˇtirirazsezˇen vektorski prostor nad obsegom realnih sˇtevil, V ∈{IR3, IR4}.
V V izberimo referencˇno bazo (⇀gi (x) , i = (0) , 1, 2, 3) z izhodisˇcˇem v tocˇki O in druzˇino pomicˇnih baz(
⇀
Gi (x) , i = (0) , 1, 2, 3
)
, odvisnih od parametra x ∈ A ⊆ IR.
A1 Odvod in variacija operatorja
Rotacija R je preslikava na trirazsezˇnem, rotaciji φL in φR pa sta preslikavi na sˇtirirazsezˇnem vektor-
skem prostoru. Poleg rotacij imamo sˇe druge operatorje, na primer antisimetricˇni operator S in njegovo
sˇtirirazsezˇno razsˇiritev Ŝ ter eksponentno preslikavo kvaternionskega argumenta exp. Za odvajanje ope-
ratorjev veljajo drugacˇna pravila kot za odvajanje navadne funkcije.
Definicija 2 Operator F : V → V , definiran na odprti mnozˇici A ⊂ V , je odvedljiv v tocˇki ⇀a ∈ A, cˇe
obstaja tak ε > 0, da za vse⇀b ∈ V , |⇀b |< ε velja
F
(
⇀a+
⇀
b
)
= F (⇀a) + F ′⇀a
[
⇀
b
]
+O
(
⇀a,
⇀
b
)
, (A.1)
kjer je F ′⇀
a
zvezen linearni operator in za O
(
⇀a,
⇀
b
)
velja
lim
|⇀b|→0
∣∣∣O (⇀a,⇀b)∣∣∣
|⇀b | = 0.
Potem F ′⇀
a
imenujemo krepki ali Fre´chetov odvod operatorja F v tocˇki ⇀a. Vektor F ′⇀
a
[
⇀
b
]
imenujemo
variacija operatorja F v tocˇki ⇀a v smeri⇀b in oznacˇimo z δF .
Ker definicija krepkega odvoda ni prakticˇna za konkreten izracˇun odvoda operatorja, vpeljemo sˇe smerni
odvod.
Definicija 3 Naj za vse⇀b ∈ IR3 obstaja limita
lim
α→0
F
(
⇀a+ α
⇀
b
)
−F (⇀a)
α
=
d
dα
[
F
(
⇀a+ α
⇀
b
)]
α=0
.
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Vrednost limite imenujemo smerni ali Gateauxov odvod operatorja F v tocˇki ⇀a v smeri ⇀b, kar kratko
zapisˇemo z oznako DF⇀a
[
⇀
b
]
:
DF⇀a
[
⇀
b
]
=
d
dα
[
F
(
⇀a+ α
⇀
b
)]
α=0
. (A.2)
Izrek 1 ˇCe je operator F odvedljiv v tocˇki ⇀a ∈ A, v tej tocˇki obstaja smerni odvod in je enak variaciji
operatorja v tej tocˇki.
Ker se tu omejujemo zgolj na odvedljive operatorje, ki imajo krepki in smerni odvod enak, bomo lahko
variacije operatorjev racˇunali po formuli (A.2).
Primer 1 Oglejmo si odvod zveznega linearnega operatorja F , ki je vselej odvedljiv. Zato je smerni
odvod enak krepkemu. Za linearen operator velja
F
(
⇀a+
⇀
b
)
= F (⇀a) + F
(
⇀
b
)
.
Po primerjavi z enacˇbo (A.1) sledi
F ′⇀a
[
⇀
b
]
= F
(
⇀
b
)
in O
(
⇀a,
⇀
b
)
= 0,
torej je krepki odvod linearnega operatorja kar operator sam, variacija linearnega operatorja v tocˇki ⇀a
v smeri
⇀
b pa kar njegova vrednost v tocˇki⇀b
δF = F
(
⇀
b
)
in F ′⇀a = F .
Primer 2 Zanimiv rezultat dobimo tudi pri krepkem odvodu identicˇnega operatorja F (⇀a) = ⇀a, za
katerega velja
F
(
⇀a+
⇀
b
)
= ⇀a+
⇀
b,
po definiciji smernega odvoda pa
DF⇀a
[
⇀
b
]
= lim
α→0
F
(
⇀a+ α
⇀
b
)
−F (⇀a)
α
= lim
α→0
⇀a+ α
⇀
b−⇀a
α
=
⇀
b.
Ker je identiteta odvedljiv operator, po izreku 1 sledi, da se smerni odvod identitete ujema z variacijo
δF = DF⇀a
[
⇀
b
]
=
⇀
b,
zato vektor
⇀
b imenujemo kar variacija vektorja ⇀a:
δ⇀a =
⇀
b.
Podobno kot variacijo operatorjev racˇunamo tudi variacijo vektorskih funkcij vektorskega argumenta
x→ ⇀r (⇀s) .
Njihov smerni odvod izracˇunamo kot
δ⇀r = lim
α→0
⇀r (⇀s+ α δ⇀s)−⇀r (⇀s)
α
=
d
dα
[⇀r (⇀s+ α δ⇀s)]α=0 .
Zupan, E. 2010. Dinamika prostorskih nosilcev s kvaternionsko parametrizacijo rotacij 157
Doktorska disertacija. Ljubljana, UL, Fakulteta za gradbenisˇtvo in geodezijo, Konstrukcijska smer.
A2 Odvod in variacija vektorske funkcije skalarnega argumenta
Odvod poljubne vektorske funkcije ⇀r (x) skalarnega argumenta po x v tocˇki x = x0 je definiran s
predpisom
d⇀r
dx
= lim
4x→0
⇀r (x0 +4x)−⇀r (x0)
4x ,
kadar limita obstaja. Vektorsko funkcijo ⇀r (x) lahko zapisˇemo v referencˇni ali v pomicˇni bazi
⇀r (x) =
∑
i
rgi (x)
⇀gi =
∑
i
rGi (x)
⇀
Gi (x) ,
kjer i vselej pretecˇe sˇtevila od 0 ali 1 do 3, i = (0) , 1, 2, 3. Odvod vektorske funkcije po x je neodvisen
od izbire baze, zato je
d⇀r (x)
dx
=
∑
i
drgi (x)
dx
⇀gi
=
∑
i
drGi (x)
dx
⇀
Gi (x) +
∑
i
rGi (x)
d
⇀
Gi (x)
dx
.
Odvod vektorske funkcije po x v zapisu s pomicˇno bazo je sestavljen iz dveh delov: iz spremembe
komponent, brez uposˇtevanja spremembe baze; ta del imenujemo relativni odvod vektorja(
d⇀r
dx
)
rel
=
∑
i
drGi (x)
dx
⇀
Gi (x) , (A.3)
drugi del pa uposˇteva samo spremembo pomicˇne baze in ga zato imenujemo sistemski odvod vektorja(
d⇀r
dx
)
sist
=
∑
i
rGi (x)
d
⇀
Gi (x)
dx
. (A.4)
Tako lahko odvod vektorske funkcije x zapisˇemo kot vsoto relativnega in sistemskega odvoda
d⇀r
dx
=
(
d⇀r
dx
)
rel
+
(
d⇀r
dx
)
sist
. (A.5)
Variacijo vektorja smo izrazili kot variacijo identicˇnega operatorja, glej primer 2. Kadar vektorje razvi-
jemo po pomicˇni bazi, se variacije vektorskih funkcij izrazˇajo popolnoma enako kot odvodi in sicer kot
vsota relativne in sistemske variacije, ki skupaj tvorijo celotno ali absolutno variacijo
δ⇀r = (δ⇀r)rel + (δ
⇀r)sist (A.6)
(δ⇀r)rel = δrG1
⇀
G1 + δrg2
⇀
G2 + δrg3
⇀
G3 (A.7)
(δ⇀r)sist = rG1 δ
⇀
G1 + rg2 δ
⇀
G2 + rg3 δ
⇀
G3. (A.8)
B Eksponentna preslikava kvaternionskega argumenta
Ker imamo v tem poglavju opravka le z izrazˇavo v referencˇni bazi, njen indeks (g) kar izpustimo.
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B1 Eksponentna oblika rotacijskega kvaterniona
Vzemimo rotacijski kvaternion q̂ = cos ϑ2 + ϑϑ sin ϑ2 v polarnem zapisu. V njem ϑ predstavlja vektor na
osi rotacije velikosti ϑ (rotacijski vektor). Pokazali bomo, da lahko q̂ zapisˇemo z neskoncˇno potencˇno
vrsto
q̂ (ϑ) = 1̂+
1
1!
ϑ̂
2
+
1
2!
ϑ̂
2
◦ ϑ̂
2
+
1
3!
ϑ̂
2
◦ ϑ̂
2
◦ ϑ̂
2
+ ... = exp
(
ϑ̂
2
)
, (B.1)
v kateri je ϑ̂ cˇisti kvaternion rotacijskega vektorja, ϑ̂ = [0 ϑ]T . Izraz (B.1) obicˇajno imenujemo ek-
sponentna oblika rotacijskega kvaterniona, operator exp (x̂) pa eksponentna preslikava kvaternionskega
argumenta. Za potrditev pravilnosti izraza (B.1) uporabimo lastnosti kvaternionskega potenciranja cˇistih
kvaternionov (4.11) na kvaternionu ϑ̂, na primer
ϑ̂ ◦ ϑ̂ = −ϑ2 (B.2)
ϑ̂ ◦
(
ϑ̂ ◦ ϑ̂
)
= −ϑ2ϑ̂. (B.3)
Lastnosti (B.2)–(B.3) uporabimo v vrsti (B.1) in dobimo
q̂ = 1̂+
1
1!
ϑ̂
2
− 1
2!
(
ϑ
2
)2
− 1
3!
ϑ2
23
ϑ̂+
1
4!
(
ϑ
2
)4
+ . . .
= 1− 1
2!
(
ϑ
2
)2
+
1
4!
(
ϑ
2
)4
+ . . .+
ϑ̂
ϑ
(
1
1!
ϑ
2
− 1
3!
(
ϑ
2
)3
+ . . .
)
= cos
ϑ
2
+
ϑ̂
ϑ
sin
ϑ
2
.
Faktor sinϑ/2ϑ/2 , ki nastopa v polarnem zapisu rotacijskega kvaterniona (4.22), je za ϑ = 0 singularen, a
koncˇen v okolici tocˇke 0. Ker je numericˇno popolnoma stabilno in tocˇno izracˇunljiv, lahko brez tezˇav za
preracˇunavanje iz rotacijskih vektorjev v rotacijske kvaternione uporabimo kar polarno obliko (4.22).
Izraz (B.1) je primeren tudi za racˇun multiplikativnega popravka rotacijskega kvaterniona ∆q̂ iz itera-
tivnega popravka rotacijskega vektorja δϑ:
∆q̂ (δϑ) = 1̂+
1
1!
δϑ̂
2
+
1
2!
δϑ̂
2
◦ δϑ̂
2
+
1
3!
δϑ̂
2
◦ δϑ̂
2
◦ δϑ̂
2
+ ... = exp
(
δϑ̂
2
)
, (B.4)
kjer je δϑ̂ = [ 0 δϑ ]T . Analogen izraz za multiplikativni popravek rotacijskega kvaterniona ∆q̂,
vendar tokrat v odvisnosti od iterativnega popravka rotacijskega kvaterniona δq̂, dobimo v obliki
∆q̂ (δq̂) = exp (δq̂ ◦ q̂∗) ,
v kateri smo uposˇtevali zvezo med δϑ̂ in δq̂ po enacˇbi (4.57). Zapis multiplikativnega popravka s po-
tencˇno vrsto (B.4) v odvisnosti od δq̂ pa je
∆q̂ (δq̂) = 1̂+
1
1!
δq̂ ◦ q̂ ∗ + 1
2!
δq̂ ◦ q̂ ∗ ◦ δq̂ ◦ q̂ ∗ + 1
3!
δq̂ ◦ q̂ ∗ ◦ δq̂ ◦ q̂ ∗ ◦ δq̂ ◦ q̂ ∗ + ...
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B2 Odvod in variacija rotacijskega kvaterniona
{Prvi odvod rotacijskega kvaterniona q̂ po x dobimo z odvajanjem vrste (B.1). Pri tem moramo dosledno
uposˇtevati nekomutativnost kvaternionskega produkta:
q̂′
(
ϑ, ϑ′
)
=
1
1!
ϑ̂
′
2
+
1
2!
(
ϑ̂
′
2
◦ ϑ̂
2
+
ϑ̂
2
◦ ϑ̂
′
2
)
(B.5)
+
1
3!
(
ϑ̂
′
2
◦ ϑ̂
2
◦ ϑ̂
2
+
ϑ̂
2
◦ ϑ̂
′
2
◦ ϑ̂
2
+
ϑ̂
2
◦ ϑ̂
2
◦ ϑ̂
′
2
)
+ ...
=
(
1
1!
I +
1
2!
(
φR
(
ϑ̂
2
)
+ φL
(
ϑ̂
2
))
+
(
φR
(
ϑ̂
2
◦ ϑ̂
2
)
+ φR
(
ϑ̂
2
)
φL
(
ϑ̂
2
)
+ φL
(
ϑ̂
2
◦ ϑ̂
2
))
+ ...
)
ϑ̂
′
2
.
Matricˇni del dobljenega izraza poimenujemo
A
(
ϑ̂
2
)
=
1
1!
I +
1
2!
(
φR
(
ϑ̂
2
)
+ φL
(
ϑ̂
2
))
(B.6)
+
(
φR
(
ϑ̂
2
◦ ϑ̂
2
)
+ φR
(
ϑ̂
2
)
φL
(
ϑ̂
2
)
+ φL
(
ϑ̂
2
◦ ϑ̂
2
))
+ ...
S tem dobi odvod kvaterniona q̂ = exp
(
ϑ̂
2
)
kompaktnejsˇo obliko:
q̂′
(
ϑ, ϑ′
)
=
d exp
(
ϑ̂
2
)
dx
= A
(
ϑ̂
2
)
ϑ̂
′
2
.
Enak rezultat velja tudi za dolocˇitev odvoda multiplikativnega popravka rotacijskega kvaterniona ∆q̂ iz
pripadajocˇega iterativnega popravka rotacijskega vektorja δϑ̂:
∆q̂′
(
δϑ,δϑ′
)
= A
(
δϑ̂
2
)
δϑ̂
′
2
. (B.7)
ˇCe δϑ̂ nadomestimo s (5.77) in δϑ̂′ z ustreznim odvodom, dobimo tudi odvod multiplikativnega popravka
zapisan v odvisnosti od linearnega popravka rotacijskega kvaterniona δq̂:
∆q̂′
(
δq̂, δq̂′
)
=
d exp (δq̂ ◦ q̂ ∗)
dx
= A (δq̂ ◦ q̂ ∗) (δq̂′ ◦ q̂ ∗ + δq̂ ◦ q̂∗′) . (B.8)
Podobno izpeljemo tudi drugi odvod q̂ po x in dobimo
q̂′′
(
ϑ, ϑ′, ϑ′′
)
=
1
1!
ϑ̂
′′
2
+
1
2!
(
ϑ̂
′′
2
◦ ϑ̂
2
+
ϑ̂
′
2
◦ ϑ̂
′
2
+
ϑ̂
2
◦ ϑ̂
′′
2
)
(B.9)
+
1
3!
(
ϑ̂
′′
2
◦ ϑ̂
2
◦ ϑ̂
2
+
ϑ̂
2
◦ ϑ̂
′′
2
◦ ϑ̂
2
+
ϑ̂
2
◦ ϑ̂
2
◦ ϑ̂
′′
2
+ 2
ϑ̂
′
2
◦ ϑ̂
′
2
◦ ϑ̂
2
+ 2
ϑ̂
′
2
◦ ϑ̂
2
◦ ϑ̂
′
2
+ 2
ϑ̂
2
◦ ϑ̂
′
2
◦ ϑ̂
′
2
)
+ ...
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∆q̂′′ lahko izrazimo tudi z δq̂, δq̂′ in δq̂′′, kar dosezˇemo prek povezav s ϑ̂, ϑ̂
′
in ϑ̂
′′
:
δ̂ϑ = 2δq̂ ◦ q̂
δ̂ϑ
′
= 2δq̂′ ◦ q̂ + 2δq̂ ◦ q̂′
δ̂ϑ
′′
= 2δq̂′′ ◦ q̂ + 4δq̂′ ◦ q̂′ + 2δq̂ ◦ q̂′′.
Variacijo rotacijskega kvaterniona q̂ ponovno izpeljemo v skladu z definicijo smernega odvoda (A.2),
tokrat preko linearizacije njegove izrazˇave z vrsto (B.1). Formalno dodajanje linearnega popravka αδq̂
nekemu rotacijskemu kvaternionu q̂ seveda izvedemo v skladu z multiplikativno naravo kvaterniona
q̂ (q̂ ⊕ αδq̂) = ∆q̂ (αδq̂) ◦ q̂.
Po definiciji smernega odvoda velja:
Dq̂q̂ [δq̂] =
d
dα
[q̂ (q̂ ⊕ αδq̂)]α=0
=
d
dα
[∆q̂ (αδq̂) ◦ q̂]α=0
=
d
dα
[(
1̂+
1
1!
(αδq̂ ◦ q̂ ∗) + 1
2!
(αδq̂ ◦ q̂ ∗) ◦ (αδq̂ ◦ q̂ ∗) + ...
)
◦ q̂
]
α=0
=
d
dα
[(
1̂+
α
1!
(δq̂ ◦ q̂ ∗) + α
2
2!
(δq̂ ◦ q̂ ∗) ◦ (δq̂ ◦ q̂ ∗) + ...
)
◦ q̂
]
α=0
=
[(
1
1!
(δq̂ ◦ q̂ ∗) + 2α
2!
(δq̂ ◦ q̂ ∗) ◦ (δq̂ ◦ q̂∗) + ...
)
◦ q̂
]
α=0
= δq̂ ◦ q̂ ∗ ◦ q̂
= δq̂.
Ponovno smo izpeljali, da je smerni odvod celotnega trenutnega rotacijskega kvaterniona q̂ enak njegovi
variaciji δq̂
Dq̂ (δq̂) = δq̂ ◦ q̂[n]∗ ◦ q̂[n] = δq̂, (B.10)
kar se ujema z doslej uporabljeno linearizacijo rotacijskega kvaterniona. Linearizacija rotacijskega kva-
terniona z uporabo njegovega eksponentnega zapisa je najlepsˇa in tudi najbolj nazorna (glej tudi poglavje
5.3.6).
Opomba 19 Pri numericˇni implementaciji izracˇuna prvega in drugega odvoda rotacijskega kvaterniona
uporabljamo aproksimacijo z vrstama (B.5) in (B.9) tako, da uposˇtevamo vse tiste cˇlene, ki so odvodi
prvih desetih cˇlenov vrste (B.1).
B3 Inverz in njegova linearizacija
Inverz eksponentne preslikave kvaternionskega argumenta je funkcija, ki enotskemu kvaternionu q̂ =
q0 + q priredi rotacijski vektor ϑ oziroma njegovo polovico. Povezava direktno sledi iz (4.22)
ϑ = 2arccos (q0) (B.11)
ϑ =
ϑ
sin (ϑ/2)
q. (B.12)
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Torej lahko inverz eksponentne preslikave (B.1) zapisˇemo kot
ϑ̂
2
= exp−1 (q̂) = 0 +
arccos (q0)
sin (arccos (q0))
q. (B.13)
Teoreticˇno ima izraz (B.13) singularnost za q0 = −1, torej v primeru zasuka za kot velikosti pi, saj
je imenovalec ulomka enak nicˇ, socˇasno pa je vlomek pomnozˇen z nicˇelnim vektorjem q, kar lahko
zapisˇemo kot
0 +
0
sinpi
[
1 1 1
]T
Z uporabo trigonometricˇnih pravil velja sinpi = − sin 0, kar uporabimo v zgornjem izrazu in dobimo,
da je primeru q0 = −1 rotacijski vektor konvergira k nesingularnemu vektorju
0− 0
sin 0
[
1 1 1
]T → − [ 1 1 1 ]T .
Izraza (B.13) ima torej odpravljivo singularnost. Tudi v numericˇnem smislu ta singularnost ne predstavlja
problema, saj sodobni racˇunalnisˇki numericˇni algoritmi izrazu xsinx za zelo majhne x (blizu absolutno
najmanjsˇega predstavljivega sˇtevila) priredijo vrednost ena.
Kaj pa linearizacija inverzne eksponentne preslikave? Linearizacijo ϑ̂ zˇe poznamo iz poglavje 4.3,
enacˇba (4.57):
D
(
ϑ̂
2
)
q̂
[δq̂] =
δϑ̂
2
= δq̂ ◦ q̂ ∗ = φR (q̂ ∗) δq̂.
Torej
D (exp−1 (q̂))q̂ [δq̂] = φR (q̂ ∗) δq̂.
C Prevedba kvaternionske rotacijske matrike v klasicˇno Rodriguesovo
formulo
V prostoru IH oziroma IR4 rotacijska matrika
Q = φR (q̂
∗)φL (q̂) =
[
1 01×3
03×1 R
]
(C.1)
s podmatriko
R =
 q20 + q21 − q22 − q23 2q1q2 − 2q0q3 2q1q3 + 2q0q22q1q2 + 2q0q3 q20 − q21 + q22 − q23 2q2q3 − 2q0q1
2q1q3 − 2q0q2 2q2q3 + 2q0q1 q20 − q21 − q22 + q23

predstavlja rotacijo v podprostoru cˇistih kvaternionov IH0, parametrizirano z rotacijskim kvaternionom
q̂ = [q0, q1, q2, q3]
T
. S pomocˇjo polarnega zapisa rotacijskega kvaterniona, glej (4.22),
q̂ =

cos ϑ2
n1 sin ϑ2
n2 sin ϑ2
n3 sin ϑ2

162 Zupan, E. 2010. Dinamika prostorskih nosilcev s kvaternionsko parametrizacijo rotacij
Doktorska disertacija. Ljubljana, UL, Fakulteta za gradbenisˇtvo in geodezijo, Konstrukcijska smer.
zapis matrike R preuredimo in dobimo standardni zapis rotacijske matrike z Rodriguesovo formulo
(3.13). Spomnimo se, da je vektor n = [n1, n2, n3] enotski vektor na osi rotacije, ϑ pa velikost kota
rotacije. Zaradi obsezˇnosti zapisov najprej preoblikujemo posamezne elemente matrike. Uporabimo le
lastnost |n|2 = n21 + n22 + n23 = 1 in trigonometricˇne enacˇbe, glej na primer [Bronsˇtejn, Semendjajev,
1988, str. 207–210]. Najprej preoblikujmo diagonalne cˇlene matrike R!
R (1, 1) = cos2
ϑ
2
+ n21 sin
2 ϑ
2
− n22 sin2
ϑ
2
− n23 sin2
ϑ
2
= cos2
ϑ
2
+ sin2
ϑ
2
− 2n22 sin2
ϑ
2
− 2n23 sin2
ϑ
2
= 1− 2 (n22 + n23) sin2 ϑ2
= 1− (n22 + n23) (1− cosϑ) .
Analogno dobimo
R (2, 2) = 1− (n21 + n23) (1− cosϑ)
R (3, 3) = 1− (n21 + n22) (1− cosϑ) .
Zunajdiagonalni cˇlen prvega stolpca druge vrstice je
R (2, 1) = 2n1 sin
ϑ
2
n2 sin
ϑ
2
+ 2 cos
ϑ
2
n3 sin
ϑ
2
= 2n1n2 sin2
ϑ
2
+ n3 sinϑ
= n1n2 (1− cosϑ) + n3 sinϑ,
njemu simetricˇno lezˇecˇi cˇlen drugega stolpca prve vrstice pa je
R (1, 2) = 2n1 sin
ϑ
2
n2 sin
ϑ
2
− 2 cos ϑ
2
n3 sin
ϑ
2
= 2n1n2 sin
ϑ
2
sin
ϑ
2
− n3 sinϑ
= n1n2 (1− cosϑ)− n3 sinϑ.
Uposˇtevamo analogijo pri ostalih zunajdiagonalnih cˇlenih in dobimo:
R =
 1− (n22 + n23) (1− cosϑ) n1n2 (1− cosϑ)− n3 sinϑ n1n3 (1− cosϑ) + n2 sinϑn1n2 (1− cosϑ) + n3 sinϑ 1− (n21 + n23) (1− cosϑ) n2n3 (1− cosϑ)− n1 sinϑ
n1n3 (1− cosϑ)− n2 sinϑ n2n3 (1− cosϑ) + n1 sinϑ 1−
(
n21 + n
2
2
)
(1− cosϑ)

= I3×3+ sinϑ
 0 −n3 n2n3 0 −n1
−n2 n1 0
+ (1− cosϑ)
 − (n22 + n23) n1n2 n1n3n1n2 − (n21 + n23) n2n3
n1n3 n2n3 −
(
n21 + n
2
2
)

= I3×3+ sinϑϑ
 0 −ϑ3 ϑ2ϑ3 0 −ϑ1
−ϑ2 ϑ1 0
+ 1−cosϑ
ϑ2
 − (ϑ22 + ϑ23) ϑ1ϑ2 ϑ1ϑ3ϑ1ϑ2 − (ϑ21 + ϑ23) ϑ2ϑ3
ϑ1ϑ3 ϑ2ϑ3 −
(
ϑ21 + ϑ
2
2
)
,
kjer so ϑi komponente rotacijskega vektorja ϑ = [ϑ1, ϑ2, ϑ3]T = ϑn, I3×3 pa je diagonalna matrika
enic (identiteta). Z rotacijskim vektorjem tvorimo antisimetricˇno matriko, glej (3.12),
S (ϑ) = Θ =
 0 −ϑ3 ϑ2ϑ3 0 −ϑ1
−ϑ2 ϑ1 0
 ,
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katere kvadrat je
Θ2 =
 0 −ϑ3 ϑ2ϑ3 0 −ϑ1
−ϑ2 ϑ1 0
 0 −ϑ3 ϑ2ϑ3 0 −ϑ1
−ϑ2 ϑ1 0

=
 − (ϑ22 + ϑ23) ϑ1ϑ2 ϑ1ϑ3ϑ1ϑ2 − (ϑ21 + ϑ23) ϑ2ϑ3
ϑ1ϑ3 ϑ2ϑ3 −
(
ϑ21 + ϑ
2
2
)
 .
Matrika R dobi obliko
R = I3×3 +
sinϑ
ϑ
Θ+
1− cosϑ
ϑ2
Θ2,
kar se ujema s standardno Rodriguesovo formulo (3.13) za izracˇun rotacijske matrike iz rotacijskega
vektorja. ˇCe uposˇtevamo sˇe, da matrika Q iz enacˇbe (C.1) deluje na cˇistih kvaternionih x̂ = 0+ x tako,
da jih preslika v cˇisti kvaternion Qx̂ = 0 +Rx:
Qx̂ =
[
1 01×3
03×1 R
] [
0
x
]
=
[
0
Rx
]
,
potem lahko zatrdimo, da sta operatorja R : IR3 → IR3 in Q : IH0 → IH0 identicˇna.
Rotacijsko matriko Q = φR (q̂ ∗)φL (q̂) =
[
1 01×3
03×1 R
]
lahko zapisˇemo tudi v obliki, ki je ana-
logna Rodriguesovi formuli, razsˇirjeni za eno dimenzijo (glej tocˇko 1 opombe 10 za razsˇiritev anti-
simetricˇnega operatorja)
Q = I4×4 +
sinϑ
ϑ
Ŝ (ϑ) +
1− cosϑ
ϑ2
Ŝ
2
(ϑ) .
